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Chapitre 1

Vocabulaire

1.1 Distances et normes

Définition 1.1.1 Une distance sur un ensemble E est une application d : E x E — Rt wvérifiant
les propriétés suivantes :

(1) d(a,b) = d(b,a) pour tous a,b € E ;

(2) d(a,b) =0 si et seulement si a =b;

(3) d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) pour tous a,b,c € E.

Un espace métrique (E,d) est un ensemble E muni d’une distance d.

Si on interprete la distance comme un “temps de parcours”, la propriété de symétrie (1) signifie que
le parcours en question est entierement réversible : il est “aussi rapide” d’aller de a vers b que de
revenir en a a partir de b. La propriété (2) signifie que la distance d est suffisamment “fine” pour
distinguer les points de E. L’inégalité (3) porte le nom d’inégalité triangulaire. Elle signifie qu’il
est toujours plus rapide d’aller directement d’un point a¢ a un point ¢ que de passer par un point
intermédiaire b.

Si a,z,y sont 3 points de E, alors, d’apres 'inégalité triangulaire, on a d(z,a) — d(y,a) < d(z,vy).
Par symétrie, on en déduit I'inégalité triangulaire inverse :

|d(x, a) — d(y, a)| < d(z,y) .

Exemples

(1) Sur R, la distance usuelle est définie par d(z,y) = |z — y|.

(2) Si P est un plan euclidien muni d’un repere orthonormé, on définit une distance sur P en
notant d(A, B) la longueur du segment [A; B]. En identifiant P & R? de manitre évidente, on a
d(A,B) = \/(xp — 4)*>+ (yp — ya)?. De manictre équivalente, si on identifie P & C, alors d est
donnée par d(a,b) = |b — al, ot on a noté |z| le module d’un nombre complexe z. On dit que d est
la distance euclidienne sur R?, ou encore la distance usuelle sur C.

(3) Si E est un ensemble quelconque, on définit une distance sur E en posant d(a,a) = 0 et
d(a,b) = 1sia#b. On dit que d est la distance discrete sur X.

(4) Soit E l'ensemble de toutes les stations du métro parisien. On définit une distance sur E en
notant d(a,b) la longueur du plus court trajet entre a et b, exprimée en nombre de stations.




Définition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. Une norme sur E est une application
|| .|| : E — R* vérifiant les propriétés suivante :

(1) ||z|| = 0 si et seulement si x = 0.

(2) [z +yll < [lz]| + [[yl] pour tous x,y € E

(3) [|[Az|| = |A|||x|| pour tous x € E et A € K.

Un espace vectoriel normé (FE, || . ||) est un espace vectoriel E muni d’une norme || . ||.

Il y a une évidente similarité formelle entre la définition d’une distance et les 2 premieres propriétés
intervenant dans la définition d’une norme. De fait, on a le résultat suivant, dont la preuve est
immeédiate.

Proposition 1.1.3 Si || . || est une norme sur un espace vectoriel E, alors on définit une distance
sur E en posant d(a,b) = ||b — a||. On dit que d est la distance associée a la norme || . ||.
Notons que la distance associée a une norme || . ||, outre le fait d’étre une distance, vérifie 2 pro-

priétés supplémentaires :

e elle est invariante par translation (d(a + p,b+ p) = d(a,b) pour tout p € E);

e elle est “homogene” (d(Aa, Ab) = |\|d(a,b)).

La deuxieme propriété montre en particulier que la distance discréte sur un espace vectoriel E # {0}
n’est pas associée a une norme.

Exemple 1 La valeur absolue est une norme sur R, le module est une norme sur C.

Exemple 2 Normes sur K¢

e Si p € [1;00[, on définit une norme || . ||, sur K% en posant
d 1/p
[zl = (ZMV’) :
i=1
Pour p =2, la norme || || sur R? est la norme euclidienne sur R?.
e La norme || ||o sur K¢ est définie par

||Z]]oo = max {|x;]; 1 <i<n}.

Exemple 3 Espaces pré-hilbertiens

Soit H un K-espace vectoriel. Si ( , ) est un produit scalaire sur H, alors on définit une norme sur

H en posant
[lz]| = /() -

Une propriété importante reliant la norme et le produit scalaire est I'inégalité de Cauchy-
Schwarz : si x,y € H, alors

[{z o) < l=[H ]yl -

Un espace vectoriel normé dont la norme provient d’un produit scalaire est qualifié d’espace pré-
hilbertien. Par exemple, (K%, || . ||2) est pré-hilbertien.



Exemple 4 Espaces de fonctions bornées

Une partie A d’un espace vectoriel normé (F) | . ||) est dite bornée s’il existe une constante C' < oo
telle que [|z|| < C pour tout € A. Une fonction f : T'— F' est dite bornée si son image est une
partie bornée de F'.

e Si T est un ensemble quelconque, on note ¢*°(7T,K) l'espace vectoriel constitué par toutes les
fonctions bornées f : T'— K. On définit une norme sur ¢*°(7,K) en posant

[ flloc =sup{|f(t)]; t€T}.

En prenant 7' = {1;...;d}, on retrouve la norme || . ||, sur K%
e Plus généralement, si F' est un espace vectoriel normé, on note ¢>°(7, F') 'espace vectoriel constitué
par toutes les fonctions bornées f : T' — F. La norme naturelle sur I'espace (>°(T', F') est la norme

|- [loo définie par || f|loe = sup{||f(t)||; t € T'}.

Exemple 5 Espaces LP

Soit (T,A, ) un espace mesuré. Pour p € [1;00[, la norme naturelle sur I'espace de Lebesgue

LP(T, i) est donnée par
1/p
It = ([ 1o autn )

Pour p = oo, la norme naturelle sur L>°(T, i) est donnée par

[ lloo = supess{|f(#)]; ¢ € T},

ou “supess’ est la borne supérieure essentielle. Pour p = 2, la norme provient du produit scalaire
défini par

(f, ) = /X S0 du(t)

Deux cas particuliers importants sont a isoler :

e Lorsque X = {1;...;d} et que pu est la mesure de décompte, LP(T,u) s’identifie & K¢ et on
retrouve la définition de || . ||, donnée plus haut.

e Lorsque 7' = N et que p est a nouveau la mesure de décompte, alors les espaces LP(T, i) s'iden-
tifient a des espaces de suites : pour p < 0o, on a

LP(N, ) = (°(N) = { = (22) €K% Y faal? < +oo} 7
0
et pour p = 00, on a

L>®(N, p) ~ ¢*(N) := {x = (z,) € KY; sup |z,| < —i—oo} :

Pour p = 2, la norme provient donc du produit scalaire défini par

0

Notons enfin que l'espace *°(N) n’est rien d’autre que I'espace des fonctions bornées (N, K) !



1.2 Convergence ; continuité

1.2.1 Suites convergentes

Définition 1.2.1 Soit (F,d) un espace métrique. On dit qu’une suite (x,) de points de E' converge
vers un point a € E si d(x,,a) tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

Autrement dit, (z,,) converge vers x si et seulement si la propriété suivante a lieu :
Ve>0 N VYn> N d(z,,a) <e.

La définition est donc formellement identique a celle de la convergence d’'une suite de nombres réels :

2

on remplace simplement “|x,, — a|” par “d(z,,a)”.

Remarque 1 Comme dans le cas des suites numériques, une suite ne peut pas converger simaul-
tanément vers deux points différents. Il n’y a donc aucune ambiguité o dire que a est la limite de
la suite (x,), et a écrire a = lim, oo T,.

Preuve. Supposons qu’une suite (x,) converge vers deux points distincts a et b. Comme d est
une distance, € := d(a, b) est strictement positif. Comme (z,) converge a la fois vers a et vers b, on
a a la fois d(z,,a) < /2 et d(z,,b) < £/2 pour n assez grand. D’apres U'inégalité triangulaire, on
en déduit d(a,b) < e, ce qui est absurde. O

Remarque 2 Dans un espace vectoriel normé, toute suite convergente est bornée. La réciproque
est fausse.

Exemple 1 Une suite (z,) € C converge pour la distance usuelle si et seulement si les suites
(Re(z,)) et (Im(z,)) convergent.

Exemple 2 Si on munit K¢ de la norme || . ||o0, alors une suite (z,) € K? converge dans K%
si et seulement si elle converge “coordonnée par coordonnée”.

Exemple 3 Soit T un ensemble, et soit *°(T,K) I'ensemble des fonctions bornées sur 7', muni
de la norme || . ||oo. Une suite (f,,) C ¢°(T,K) converge vers une fonction f au sens de la norme
|| - || si et seulement si (f,,) converge uniformément vers f. Pour cette raison, la norme || . ||o est
qualifiée de norme de la convergence uniforme.

Exemple 4 Soit C'([0;1]) ensemble des fonctions f : [0;1] — K de classe C*. On définit une
norme || . ||¢1 sur C'([0;1]) en posant

1A 1ler = 11f1loe + 11/ T]se -

Alors, une suite (f,) € C'([0;1]) converge vers une fonction f € C!([0;1]) au sens de la norme
|| . ||cr siet seulement si (f,,) converge uniformément vers f et (f/,) converge uniformément vers f’.

Exemple 5 Une suite (x,,) converge vers a pour la distance discréte si et seulement si on a x,, = a
a partir d'un certain rang.



1.2.2 Applications continues

Définition 1.2.2 Soient E et F' deux espaces métriques. On dit qu’une application f : E — F est
continue en un point a € E si “f(x) tend vers f(a) lorsque x tend vers a”, autrement dit si la
propriété suivante a lieu :

Ve>0 30>0 Ve e B d(z,a) <d=d(f(z), f(a) <e.
On dit que Uapplication f est continue sur E si elle est continue en tout point de E.

A nouveau, cette définition est formellement identique a celle de la continuité pour les fonctions
d’une variable réelle.

Exemple 1.2.3 Sur E = K muni de la norme || . ||, les applications coordonnées sont continues.

Preuve. Sii € {1;...;d}, alors |z(i) — y(i)| < ||z — y||e pour tous z,y € K Par conséquent, la
i-eme application coordonnée est continue. O

Comme dans le cas des fonctions d’une variable réelle, on montre que la continuité est compatible
avec les opérations algébriques : la somme et le produit de deux fonctions numériques continues sont
continues, I'inverse d’une fonction continue qui ne s’annule pas est continue. De méme, la composée
de deux applications continues est continue. On en déduit en particulier le résultat suivant :

Corollaire 1.2.4 Soit f : A — K, ou A C K¢ Si f(z1,...,24) s’exprime par une formule
algébrique en fonction de xy, ..., xq, alors f est continue sur (A, ]| . ||oo)-

Le résultat suivant, qui est d’usage constant, caractérise la continuité en termes de suites.

Proposition 1.2.5 Soient E, F deux espaces métriques, et soit a € E. Pour une application f :
E — F, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) f est continue en a;

(2) pour toute suite (x,,) C E convergeant vers a, la suite (f(x,)) converge vers f(a).

Preuve. L’implication (1) = (2) découle tres facilement des définitions. Inversement, supposons que
(1) ne soit pas vérifiée. Cela signifie qu’il existe un nombre gy > 0 vérifiant la propriété suivante :
pour tout & > 0, on peut trouver z(d) € FE tel que d(x(d),a) < § et d(f(x(d), f(a)) > &o. En
posant ¢, = 27" et x,, = z(d,,), on obtient une suite (x,) qui converge vers a et telle que (f(z,)) ne
converge pas vers f(a). Ainsi, (2) n’est pas vérifiée. On a donc montré “par contraposée” que (2)
entraine (1). O

1.2.3 Applications lipschitziennes

Soient (E, dg) et (F, dr) deux espaces métriques. Une application f : E — F est dite lipschitzienne
s’il existe une constante k£ < oo telle que



pour tous x,y € E. Si k est une telle constante, on dit que f est k-lipschitzienne. Si on pose

dp(f(z), f(y))
dE(may)
alors la constante k = Lip(f) vérifie la propriété précédente, et est visiblement la plus petite

constante vérifiant cette propriété. On dit que Lip(f) est la constante de Lipschitz de I'ap-
plication f. Par définition de Lip(f), on a donc ’équivalence suivante :

Lip(f):sup{ ;ZU,QGE,%#IU}

(d(f(x), f(y)) < kd(x,y) pour tous z,y € E) & (f est lipschitzienne et Lip(f) < k;) .

Il est clair que toute application lipschitzienne est continue, mais la réciproque est fausse. Par
exemple la fonction x — /x est continue sur R*, mais elle n’est pas lipschitzienne car \/x/z tend
vers 400 quand x tend vers 0. Voici deux exemples importants de fonctions lipschitziennes.

Exemple 1 Soit I un intervalle de R et soit f : I — R une fonction dérivable. Alors f est
lipschitzienne si et seulement si f' est bornée, et on a Lip(f) = || f]]co-

Preuve. Si f' est bornée, alors f est lipschitzienne et Lip(f) < ||f]|cc d’apres U'inégalité des ac-
croissements finis. Inversement, si f est lipschitzienne, alors, si x € I, on a

— €T .
0 =@ o
ly — |
pour tout y # x, d’ou |f'(z)| < Lip(f) en faisant tendre y vers x; ainsi f’ est bornée et ||f'||oc <
Lip(f). |

Exemple 2 Soit (E,d) un espace métrique. Pour tout point a € E, lapplication x — d(z,a)
est 1-lipschitzienne. Plus généralement, soit A une partie de E. Pour tout x € E, on définit la
distance de x a A par

d(xz,A) = inf {d(z,2); z € A}

Alors la fonction d( ., A) est 1-lipschitzienne, et donc continue.

Preuve. Soient x,y € E. Pour tout point z € A, onad(z, A) < d(z,z) < d(z,y)+d(y, z). En prenant
la borne inférieure en z € A dans le membre de droite, on en déduit d(z, A) < d(z,y)+d(y, A), d’on
d(xz,A) —d(y, A) < d(z,y). Par symétrie, on a en fait |d(z, A) — d(y, A)| < d(x,y), ce qui termine
la démonstration. O
Remarque. La méme preuve montre plus généralement que si (f;);c; est une famille de fonctions
k-lipschitziennes sur (E,d) et si (f;) est minorée en tout point, alors la fonction inf; f; est k-
lipschitzienne. De méme, si (f;);c; est une famille de fonctions k-lipschitziennes majorée en tout
point, alors la fonction sup; f; est k-lipschitzienne.

1.3 Vocabulaire topologique

1.3.1 Ouverts et fermés d’un espace métrique

Dans toute cette section, (E,d) est un espace métrique.



Définition 1.3.1 Soit a € E, et soit r > 0. La boule ouverte de centre a et de rayon r est
l’ensemble

B(a,r) :={z € E; d(z,a) <r}.
La boule fermée correspondante est l’ensemble By(a,r) := {z; d(z,a) <r}

Exemples

(1) Dans R, la boule ouverte B(a,r) est U'intervalle (ouvert!) Ja — r;a + r[; la boule fermée est
I'intervalle [a — 7;a + 7).

(2) Dans C = R? muni de la distance usuelle, les boules sont des disques.

(3) Dans R? muni de la norme || . ||, les boules sont des carrés & cotés paralleles aux axes de
coordonnées.

(4) Dans un espace métrique discret, les boules de rayon 1/2 sont les singletons ; les boules de rayon
1/3 également. Il n’y a qu’'une seule boule de rayon 2 : I'espace tout entier.

Définition 1.3.2 On dit qu’'un ensemble O C E est un ouvert de (E,d) s’il vérifie la propriété
sutvante : pour tout point x € O, on peut trouver r > 0 tel que B(x,r) C O.

Exemples

(1) Dans R, un intervalle est un ouvert si et seulement c’est un “intervalle ouvert”.

(2) Dans R? muni de la norme euclidienne ou de la norme || . ||, le demi-plan {(z,y); = > 0} est
un ouvert.

(3) Dans un espace métrique discret, tous les ensembles sont ouverts. En effet, si A C F et six € A,
alors B(x,1/2) = {x} C A.

La remarque suivante est évidente, mais d’usage constant.

Remarque Soit O un ouvert de E. St x € O, alors on peut trouver r > 0 tel que la boule fermée
Bg(x,r) est contenue dans O.

Preuve. On choisit ' > 0 tel que B(z,7’) C O, et on prend r = 1’/2. O

Proposition 1.3.3 Toute boule ouverte est un ensemble ouvert.

Preuve. Soit O = B(a,r) une boule ouverte, et soit  un point quelconque de B. On a d(z,a) < r
donc on peut trouver £ > 0 tel que € + d(z,a) < r. D’apres I'inégalité triangulaire, on a alors
B(z,e) C B(a,r) = O. Comme z est un point quelconque de O, cela prouve que O est un ouvert
de E. O

Proposition 1.3.4 La famille des ouverts de (E,d) vérifie les propriétés suivantes.
(1) 0 et E sont des ouverts de E.

(2) Une réunion quelconque d’ouverts est encore un ouvert.

(3) Une intersection finie d’ouverts est encore un ouvert

10



Preuve. La partie (1) est évidente, et la partie (2) découle directement des définitions. Pour
démontrer (3), il suffit de montrer que l'intersection de 2 ouverts de E est encore un ouvert :
on procede ensuite par récurrence. Soient donc O; et Oy deux ouverts de E. Si x € O;NO,, on peut
trouver 1 > 0 tel que B(z,7r1) C Oy, et 79 > 0 tel que B(x,r) € O,. Si on pose r = min(ry,72),
alors 7 > 0 et B(z,7) C O1 N Oy. Cela prouve que O N Oy est un ouvert de E. O

Corollaire 1.3.5 Un ensemble O C E est ouvert pour la distance d si et seulement si O est une
réunton de boules ouvertes.

De facon générale, on appelle topologie sur un ensemble F toute famille de parties de E contenant
() et E, stable par réunions quelconques, et stable par intersections finies. Ainsi, la famille de tous
les ouverts d’un espace métrique (E, d) est une topologie sur E, qu’on appelle la topologie définie
par d. Notons une propriété importante vérifiée par cette topologie.

Remarque Si z,x' sont deux points de E distincts, on peut trouver deux ouverts O et O tels que

z€0,2 €0 etONO =0.
Preuve. 11 suffit de prendre O = B(z,r) et O' = B(2',r), ou r > 0 est choisi de sorte que
2r < d(z,2). O

Une topologie vérifiant cette propriété est dite séparée. Un exemple de topologie non séparée
(si E contient au moins 2 points) est la topologie dit grossiére, ou les seuls ouverts sont ) et F.

Définition 1.3.6 Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’un ensemble C' C E est fermé dans
E s’il vérifie la propriété suivante : chaque fois qu’une suite (x,) d’éléments de C' converge dans E,
sa limite appartient encore a C.

Exemple 1 Dans R, un intervalle est fermé si et seulement si c’est un “intervalle fermé”.

Exemple 2 Toute boule fermée est un ensemble fermé. En particulier, les singletons sont des
ensembles fermés.

Preuve. Si (z,) converge vers x et d(z,,a) < r pour tout n, alors, par continuité de 'applica-
tion u — d(u,a), on obtient d(z,a) < r en passant a la limite. Cela prouve qu'une boule fermée

By(a,r) est un ensemble fermé. Enfin, un singleton est une boule fermée de rayon r = 0. O

Exemple 3 Soit [a; b] un intervalle fermé borné. Notons C(|a; b]) l'ensemble des fonctions continues
[ i ]a; 0] — K. Alors C([a; b]) est un sous-espace vectoriel fermé de £>°([a;b], K).

Preuve. On sait que toute fonction continue sur un intervalle fermé borné est bornée, donc C([a; b))
est bien un sous-espace vectoriel de £°([a; b], K). Le fait qu’il soit fermé est la traduction du théoreme

bien connu suivant : une limite uniforme de fonctions continues est continue.

Exemple 4 Soit cy = ¢o(N) l'ensemble de toutes les suites x = (z(i)) € KN vérifiant lim; .., x(i) =
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0. Alors co est un sous-espace fermé de ((*°(N), || . ||o0)-

Preuve. Soit (z,) une suite d’éléments de c¢q convergeant vers un point z € ¢*° pour la norme
|| - [|oo- Il faut montrer que = € ¢, autrement dit qu’on a lim; o, (i) = 0. Soit € > 0. Par définition

de la norme || . ||, on peut trouver un entier N tel que |zy (i) —x(i)| < € pour tout i € N. Comme
de plus zy € ¢, on peut trouver un indice i tel que |xy(i)| < € pour tout i > ig. Pour i > ig, on a
alors |x(i)| < |x(i) — xn(7)] + |zn(i)| < 2, ce qui prouve que x € . O

Le résultat suivant montre qu’il existe une “dualité” parfaite entre les ouverts et les fermés.

Proposition 1.3.7 Un ensemble C C E est fermé si et seulement si son complémentaire E\ C' est
ouvert.

Preuve. Supposons que E \ C soit ouvert dans E. Soit (z,,) € C' une suite convergeant vers un
point a € E, et supposons que a n’appartienne pas a C. Comme FE \ C' est ouvert, on peut trouver
r > 0 tel que B(a,r) C E'\ C'; mais comme (z,) converge vers a, on peut trouver un entier n tel
que z,, € B(a,r), ce qui contredit x,, € C. On a donc montré par 'absurde que si E'\ C' est ouvert,
alors C' est fermé.

Inversement, supposons que E \ C ne soit pas ouvert dans F. On peut alors trouver un point
a € E'\ C vérifiant la propriété suivante : pour tout r > 0, il existe un point z(r) € B(a,r) qui
n’appartient pas a £\ C, autrement dit un point z(r) € B(a,r) N C. En prenant r,, = 27", on
obtient une suite (z,) C C qui converge vers a. Comme a n’appartient pas a C, cela montre que C'
n’est pas fermé. On a donc montré que si C' est fermé, alors £ \ C' est ouvert. O

Corollaire 1.3.8 Une intersection quelconque de fermés est encore un fermé ; une réunion finie de
fermés est encore un fermé.

Le résultat suivant est tres utile pour montrer que des ensembles sont ouverts ou fermés.

Proposition 1.3.9 Soient E et F deux espaces métriques. Pour une application f : E — F, les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) f est continue.

(2) Pour tout ouvert O C F, f~1(O) est un ouvert de E ;

(3) Pour tout fermé C C F, f~1(C) est un fermé de E.

Preuve. Supposons f continue. Soit O un ouvert de F, et soit a € f~1(0). Comme O est ouvert, on
peut trouver € > 0 tel que B(f(a),e) € O. Comme f est continue, on peut ensuite trouver 6 > 0
tel que d(f(z), f(a)) < e dés que d(z,a) < 6. On a alors f(B(a,d)) C B(f(a),s) C O, autrement
dit B(a,d) C f~1O), ce qui montre que f~}(O) est un ouvert de E. On a donc montré que (1)
entraine (2). Inversement, supposons (2) vérifiée, et fixons un point a € E. Pour £ > 0 donné, la
boule ouverte B(f(a), ) est un ouvert de F' d’apres 1.3.3, donc f~1(B(f(a),€)) est un ouvert de E,
qui contient a. On peut donc trouver § > 0 tel que B(a,d) C f~1(B(f(a),¢)) : cela signifie qu’on
a d(f(x), f(a)) < e des que d(z,a) < §, et on en déduit que l'application f est continue en tout
point a € E. Ainsi, les propriétés (1) et (2) sont équivalentes. Enfin, (2) et (3) sont équivalentes par
passage au complémentaire. O

Exemples

12



(1) L’ensemble V = {(z,y) € R%y? > x} est un ouvert de (R? || . ||oo). En effet, on a V =
F71(]0; +00]), ot f : R? — R est l'application continue définie par f(z,y) = y* —x. Comme ]0; +00]
est un ouvert de R, 'ensemble V' est bien ouvert dans R2.

(2) La parabole P = {(x,y) € R?% y?> = x} est un fermé de R? En effet, avec les notations
précédentes, on a P = f~1({0}).

(3) Si T': E — F est une application linéaire continue entre deux espaces vectoriels normés, alors
le noyau de T est un sous-espace vectoriel fermé de E. En effet, on a Ker(T) = T-'({0}), et {0}
est fermé dans F'.

1.3.2 Adhérence, intérieur
Dans cette section, (F,d) est un espace métrique.

Définition 1.3.10 On dit qu’un point x € E est adhérent a un ensemble A C E si toute boule
ouverte B(x,e) rencontre A, autrement dit, si pour tout € > 0, on peut trouver un point a € A
tel que d(z,a) < €. L’ensemble de tous les points de E adhérents a une partie A de E est appelé
I’adhérence de A dans E, et se note A. Par définition, on a donc A C A.

Exemples

(1) Dans R, I'adhérence d’un intervalle est 'intervalle fermé correspondant.

(2) Dans (R%]] . ||so), Padhérence du demi-plan {(z,y); = > 0} est le demi-plan {(z,y); = > 0}.
(3) Si A est une partie non vide majorée de R, alors la borne supérieure de A n’appartient pas
nécessairement & A, mais elle appartient toujours a A.

Le résultat suivant est simple mais important.

Proposition 1.3.11 Soit A une partie d’un espace métrique E. Pour un point x € E, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) = est adhérent a A;

(2) d(z,A) =0;

(3) x est la limite d’une suite de points de A.

Preuve. Les propriétés (1) et (2) sont équivalentes par définition de l'adhérence. L’implication
“(3) = (1)” découle directement des définitions. Inversement, si x est adhérent a A, alors, pour
e, = 27", n € N, on peut trouver un point =, € A tel que d(z,,z) < 27" : cela prouve (3). O

Corollaire 1.3.12 Un ensemble C C E est fermé si et seulement si C' = C.

Preuve. D’apres _(3), un ensemble C' est fermé si et seulement si C' C C, d’ou le résultat puisqu’on
a toujours C' C C. 0

Proposition 1.3.13 Si A est une partie de E, alors A est un fermé de E. Plus précisément, A est
le plus petit fermé de E contenant A.

Preuve. On a bien siir A C A. Pour montrer que A est fermé, fixons une suite (x,) C A convergeant
vers un point « € E. Comme z,, € A, on peut, pour chaque n € N, trouver un point %, € A tel que
d(Zp, x,) < 27" Alors la suite (Z,) converge vers x car d(Z,,z) < 27" +d(z,,x), ce qui prouve que
x € A. Ainsi, A est un fermé de E. Enfin, si C est un fermé de E tel que A C C, alors A C C = C,
ce qui prouve la minimalité de A.
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Corollaire 1.3.14 Si A, B sont des parties de E, alors AUB = AU B.

Preuve. On a A C AU B, donc ACAUB; de r@me_pour F, d’ot AUB C A_U B._De plus, AUB
est fermé en tant que réunion de 2 fermés, et A U B contient AU B, donc AUB O AUB par
minimalité de AU B. O

Définition 1.3.15 On dit qu’un point a € E est intérieur a une partie A C E s’il existe r > 0 tel
que B(a,r) C A; on dit encore que A est un voisinage de a dans E. L’ensemble de tous les points
intérieurs a un ensemble A s’appelle I’intérieur de A dans E et se note A. Par définition, on a

donc A C A.

Par définition de I'intérieur, un ensemble O C E est ouvert si et seulement si O C O. Comme on a
toujours A C A, on en déduit le résultat suivant.

Proposition 1.3.16 Un ensemble O C E est ouvert si et seulement si 0= O, autrement dit, si et
seulement si O est un voisinage de chacun de ses points.

Toujours par définition de l'intérieur, on constate qu'un point a € E n’est pas intérieur a un
ensemble A si et seulement si a est adhérent a E'\ A. Autrement dit, on a

A=E\(E\A).
On en déduit aussitot le résultat suivant, qui peut bien sir aussi se démontrer directement.

Proposition 1.3.17 St A est une partie de E, alors A est un ouwvert de E. Cest le plus grand
ouvert de E contenu dans A.

Les deux résultats suivants sont souvent utiles. Le premier est faux dans un espace métrique général,
par exemple dans un espace discret.

Proposition 1.3.18 Dans un espace vectoriel normé, l'adhérence d’une boule ouverte non vide est
la boule fermée correspondante, et ["intérieur d’une boule fermée est la boule ouverte correspondante.

Preuve. Soit B = B(a,r) une boule ouverte non vide (r > 0) dans un espace vectoriel normé F,
et soit By la boule fermée correspondante. Comme By est fermée et contient B, on a B C By.
Inversement, soit x € By. Pour tout n € N, le point z,, = (1 — 27")x 4+ 2 "a appartient a B car
|2, —a|| = (1 —27")||z — al| < 7. Comme la suite (z,,) converge vers x, on a donc x € B.

Montrons maintenant que l'intérieur de la boule fermée By est la boule ouverte B. On a B C éf
car B est un ouvert contenu dans By. Inversement, soit z € B 7, et soit € > 0 tel que B(xz,e) C By.
Pour o > 0 assez petit, le point y = = + a(x — a) appartient & B(z,¢), et donc ||y — al|| < 7, ou
encore (1 + a)||z —a|| <r. On a donc ||z — al|| < r, autrement dit x € B. O

Proposition 1.3.19 Soit E et F' deux espaces métriques. Pour une application f : E — F, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) f est continue;

(2) pour tout ensemble A C E, on a f(A) C f(A).
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Preuve La preuve de “(1) entraine (2)” est trés simple en utilisant des suites : si # € A et si
(x,) € A converge vers x, alors f(z,) tend vers f(x) par continuité de f et donc f(z) € f(A). On
peut aussi démontrer cette implication en utilisant uniquement la caractérisation de la continuité
en termes d’images réciproques; c’est un exercice instructif. Inversement, supposons (2) vérifiée.
Soit C' un fermé quelconque de F, et posons A = f~1(C). Par (2), on a f(A) € C = C, et donc
AC f7YO) = A. Ainsi, A = f71(C) est fermé dans E, pour tout fermé C C F, ce qui prouve que
f est continue. O

1.3.3 Frontiere; connexité

Définition 1.3.20 Si A est une partie de E, la frontiere de A dans E est I’ensemble A := Z\A

Par exemple, dans (R?, || . ||o), la frontiere du quart de plan {(z,y); z > 0, y > 0} est la réunion
des deux demi-droites {0} x Rt et R* x {0}, ce qui correspond bien a la signification intuitive du
mot “frontiere”.

Remarques

(1) La frontiere d'un ensemble A C E est vide si et seulement si A est a la fois ouvert et fermé dans
E. En particulier, dans un espace métrique discret, la frontiere de n’importe quelle partie est vide.
(2) Si A C E est ouvert ou fermé, alors la frontiere de A dans E est d’intérieur vide.

Le résultat suivant est intuitivement évident, mais en aucun cas trivial.

Théoreme 1.3.21 (lemme du passage des douanes)
Soit E un espace métrique, et soit A une partie de E. Si vy :[0;1] — E est une application continue
telle que v(0) € A et v(1) € E\ A, alors l'image de v rencontre la frontiére de A.

Preuve. Posons a = sup{t € [0;1]; v(t) € A}. Le réel a est bien défini car v(0) € A. Par définition
de tp, on peut trouver une suite (t,) tendant vers a telle que y(t,) € A pour tout n € N; et par
continuité de 7, on en déduit v(a) € A. Si on avait y(a) € A (et donc en particulier a # 1), alors,
toujours par continuité de -y, on pourrait trouver 6 > 0 tel que y(t) € A pour tout ¢ € [0; 1] vérifiant
a<t<a+9d,cequicontredirait la définition de a. Ainsi, 7y(a) appartient a la frontiere de A. O

Corollaire 1.3.22 (théoreme des valeurs intermédiaires)

Soit I un intervalle de R. St f : I — R est une fonction continue et si a,b € I, a < b, alors f prend
au moins une fois sur [a;b] toute valeur intermédiaire entre f(a) et f(b). En particulier, f(I) est
un intervalle.

Preuve. 11 suffit de montrer que si f : [0;1] — R est continue et si f(0) <0 < f(1), alors f s’annule

au moins une fois sur [0;1]. Cela découle du théoreme précédent appliqué a £ = R, v = f et
A =] — 003 0]. O

Corollaire 1.3.23 S5i E est un espace vectoriel normé, alors la frontiére de tout ensemble A C E
différent de () et E est non vide. Autrement dit, les seules parties de E a la fois ouvertes et fermées
sont () et E.
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Preuve. Soit A une partie de F non vide et différente de E. On peut trouver un point a € A et un
point b € E\ A, et relier a a b par application continue 7 : [0; 1] — E définie par y(t) = (1—t)a+tb.
D’apres le lemme précédent, I'image de ~ doit rencontrer la frontiere de A, donc 0A # (). O

Un espace métrique E est dit connexe si les seules parties de a la fois ouvertes et fermées dans F
sont () et E'; ou encore, si on ne peut pas partitionner E en deux ouverts non vides. Pour démontrer
1.3.23, la seule propriété de 'evn F qu’on a utilisée est le fait que deux points quelconques de E
peuvent toujours étre reliés par un “chemin” continu « : [0; 1] — E. Un espace métrique vérifiant
cette propriété est dit connexe par arcs. On vient donc en fait de montrer que tout espace métrique
connexe par arcs est connexe.

Une partie A d’'un espace métrique E est dite connexe si A est connexe pour la topologie induite
(voir 1.5.1). Les deux résultats suivants sont importants.

Proposition 1.3.24 Les parties connexes de R sont les intervalles.

Preuve. Un intervalle est visiblement connexe par arcs, donc connexe. Inversement, si A C R n’est
pas un intervalle, alors on peut trouver trois nombres u < w < v tels que u,v € A mais w ¢ A, et
on obtient une partition de A en deux ouverts non vides, a savoir AN{z; v < u} et AN{x; x > v}.
|

Proposition 1.3.25 Dans un espace vectoriel normé, tout ouvert connexe est connezxe par arcs.

Preuve. Soit {2 un ouvert connexe d’'un evn F, et soit a € €. L’idée de la preuve est de montrer que
I’ensemble des points = € ) que 'on peut joindre a a par un chemin continu dans €2 est a la fois
ouvert et fermé dans €2, ce qui permet de conclure par connexité. Les détails constituent un tres
bon exercice. O

1.4 Distances équivalentes

Définition 1.4.1 Soit E un ensemble. On dit que deuz distances dy et dy sur & sont équivalentes
si elles définissent la méme topologie. Si E est un espace vectoriel, on dit que deux normes sur E
sont équivalentes si les distances associées le sont.

Notons qu’on peut reformuler la définition comme suit : les distances di et dy sont équivalentes si
et seulement les deux applications id : (E,dy) — (E,dy) et id : (E,dy) — (E,dy) sont continues.
D’apres la caractérisation de la continuité par les suites, on en déduit le résultat suivant.

Proposition 1.4.2 Deux distances sont équivalentes si et seulement si elles possédent les mémes
suites convergentes.

Dans le cas des normes, on dispose d’un critere tres simple pour “tester” 1’équivalence ou la non-
équivalence.

Proposition 1.4.3 Deux normes || . || et ||| . ||| sur un espace vectoriel E sont équivalentes si et
seulement si la propriété suivante est vérifiée : il existe deux constantes ¢ > 0 et C' < oo telles que

Ve B cllfz|l] < fl]] < Cll=[l] -
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Preuve. 1l est clair que si cette propriété a lieu, alors les deux normes possedent les mémes suites
convergentes, et sont donc équivalentes. Inversement, si cette propriété n’a pas lieu, on peut sup-

poser par exemple qu’il n’existe pas de constante C' < oo telle que || . || < C'||| . |||. On peut alors
trouver une suite (x,) C E telle que ||z,|| > 2"|||z,||| pour tout n € N. Si on pose y, = T (ce
qui est possible car x,, # 0), alors ||y,|| = 1 et |||yn]|| < 27™. Ainsi, la suite (y,) converge vers 0
pour la norme ||| . |||, mais pas pour la norme || . ||. O
Exemple 1 Sur K¢, les normes || . |2 et || . ||lso sont équivalentes. Plus précisément, on a

1 Moo <1 Ml € VAL loo
La preuve est laissée en exercice.
Exemple 2 Sur E = C([0;1]), les normes || . || €t || . ||1 ne sont pas équivalentes.

Preuve. Si f € C([0;1]), alors ||f]lx = f01|f(t)|dt < || f]loo, mais il n’y a pas d’inégalité en

sens inverse. Par exemple, la suite (f,) définie par f,(t) = t" tend vers 0 pour || . ||; (on a
|| fulll = fol t"dt = n%l), mais on a || f,||cc = 1 pour tout n. O

1.4.1 Equivalence des normes en dimension finie

Le résultat suivant est fondamental.
Théoreme 1.4.4 Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Preuve. Comme tout C-espace vectoriel est également un R-espace vectoriel, on peut supposer que
le corps de base est R. Soit donc E un R-espace vectoriel de dimension finie, et fixons en une base

(e1,...,eq). On identifie £ & R? via cette base, ce qui permet de considérer la norme || . ||o sur E.
On va montrer que toute norme sur F est équivalente a || . ||. Dans la suite, on fixe une norme
| .|| sur E.

Siz =Y {x(i)e; € E, alors

lall < 3 lle(@eill = 3 @) led

On en déduit
2] < C|z|oo ,

ot ¢ = 3" ||es]|. Tl reste donc & trouver une deuxieéme constante ¢ telle que || . || > ¢|| . ||so. On
aura besoin pour cela de deux lemmes.

Lemme 1.4.5 L’application || . || est continue sur (E,|| . ||s0)-

Preuve. Pour z,y € E, on a | ||z|| — ||[y||| < ||z — y|| < O]z — y||e, d’olt le résultat. O
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Lemme 1.4.6 Toute suite bornée dans (E,|| . ||) posséde une sous-suite convergente.

Preuve. Soit (z,,) une suite bornée dans (E, || . ||»), et écrivons x, = 3., (i)e;. Par définition de
la norme || . ||, chaque suite (z,(7))nen est bornée dans R. D’apres le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, la suite (z,) possede une sous-suite (z/,) telle que (z/,(1)) converge. De méme, (/)
possede une sous-suite (z) telle que (2”(2)) converge; alors (z!/(1)) converge également, en tant
que sous-suite de (z],(1)), donc (z!(i)) converge pour i = 1,2. En répétant d fois ce raisonnement,
on voit qu’on aboutit a une sous-suite (Z,) de (z,) telle que (Z,(7)) converge pour i = 1,...,d.

Ainsi (Z,) converge “coordonnée par coordonnée”, autrement dit converge dans (E, || . ||x)- O

On peut maintenant achever la preuve du Théoreme 1.4.4.
Posons Sy, = {x € E; ||7||oc = 1}, et ¢ = inf {||z||; € Ss}. Par définition, on a ‘

LH > ¢ pour

l2]oo

tout x # 0, d’ou ||z|| > ¢||z||x, inégalité évidemment encore valable pour z = 0. Il reste donc a
montrer que la constante c¢ est strictement positive.

Par définition de ¢, on peut trouver une suite (z,) C S telle que lim,, . ||z,|| = ¢. D’apres le
Lemme 1.4.6, on peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que la suite (z,) converge pour la
norme || . || vers un certain x € E. Comme les deux normes || . || et || . || sont continues sur
(E,]| . |loo) (d’apres le lemme 1.4.5), on en déduit d'une part ||z]|o = lim||z,||e = 1, donc = # 0,
et d’autre part ||z|| = lim||z,|| = ¢, donc ¢ # 0 puisque x # 0 et que || . || est une norme. O

Corollaire 1.4.7 Un espace vectoriel E de dimension finie possede une unique topologie d’espace
vectoriel normé, qu’on appelle la topologie usuelle de E. Si E = K%, cette topologie est celle de
la convergence “coordonnée par coordonnée”.

Par exemple, on peut parler de la convergence d’une suite de matrices sans qu’il soit nécessaire de
définir explicitement une norme sur M (K) : une suite de matrices converge si et seulement si elle
converge “coefficients par coefficients”.

Corollaire 1.4.8 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, et soit € = (eq,...,eq) une
base de E. Soit également f : E — K. Si f(x) s’exprime par une formule algébrique en fonction
des coordonnées de x dans la base e, alors la fonction f est continue.

Preuve. Par équivalence des normes, on peut se ramener au cas ot £ = (K%, || . ||), pour lequel le
résultat a déja été démontré. O

Par exemple, I'application “déterminant” est continue sur My(K) car le déterminant d’une ma-
trice M est fonction polynomiale des coefficients de M.

Corollaire 1.4.9 Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toute suite bornée posséde

une sous-suite convergente.

Preuve. On peut se ramener & (R% || . ||oo), ol le résultat a déja été démontré. O
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1.5 Sous-espaces, produits

1.5.1 Sous-espaces d’un espace métrique

Si (F,d) est un espace métrique et si A est une partie de E, alors (A, d) est également un espace
métrique. On dit que (A, d) est un sous-espace métrique de 'espace métrique (E, d). La topologie
de (A, d) s’appelle la topologie induite sur A par la distance d.

Il est important de remarquer qu’un ouvert de A n’est pas nécessairement un ouvert de E. Par
exemple, A lui-méme est un ouvert de A, mais n’a aucune raison d’étre ouvert dans E. Le résultat
suivant caractérise completement les ouverts pour la topologie induite.

Proposition 1.5.1 Soit (E,d) un espace métrique, et soit A C E. Un ensemble Q C A est un
ouwvert de A pour la topologie induite si et seulement si § est de la forme Q@ = 0N A, ou O est un
ouvert de F.

Preuve. L’injection canonique ¢ : (A,d) — (FE,d) est continue (car c’est une isométrie), donc
ONA = i'0) est ouvert dans A pour tout ouvert A C F. Inversement, une boule ouverte
de (A, d) est par définition un ensemble du type B(a,r) N A, ou a € A, donc tout ouvert de (A, d),
qui est réunion de boules ouvertes de (A, d), est de la forme O N A, ot O est une réunion de boules
ouvertes de F, c’est a dire un ouvert de E. O

Corollaire 1.5.2 Un ensemble I' C A est un fermé de A si et seulement si ' = C N A, ou C est
un fermé de F.

Par exemple, I'intervalle |0; 1] est un ouvert de [—1; 1] car |0; 1] =]0; +00[N[—1; 1]. L’intervalle | —1; 0]
est a la fois ouvert et fermé dans | — 1;0] U [1;2].

La preuve du résultat suivant est immédiate en utilisant des suites.

Proposition 1.5.3 Soit A un sous-espace d’un espace métrique (E,d). Si B est une partie de A,
alors l'adhérence de B dans A est égale a BN A, ot B est l'adhérence de B dans E.

1.5.2 Produits finis d’espaces métriques

On a vu que dans l'espace métrique (K% || . ||), la convergence d’une suite est la convergence
“coordonnée par coordonnée”. De facon générale, on a le résultat suivant.

Proposition 1.5.4 Soient E1, ..., Ey des espaces métriques, et soit E = Ey x ... x Ey. Il existe
une distance d sur E vérifiant la propriété suivante : une suite converge dans (E,d) si et seulement
st elle converge coordonnée par coordonnée. Si les F; sont des espaces vectoriels normés, il existe
une norme sur E vérifiant cette propriété.

Preuve. Pour i € {1;...;k}, choisissons une distance d; sur E; compatible avec la topologie de E;.
Alors la formule

d(x,y) = max (di(x(1),y(1)), ..., de(z(k),y(k)))
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définit une distance sur F, et on vérifie sans difficulté que la distance d convient. Enfin, si les d; pro-
viennent de normes || . ||;, alors d provient de la norme définie par || z || = max(||x(1)]]1,- .., ||z(k)||x)-
[

Une distance sur F induisant la convergence coordonnée par coordonnée s’appelle une distance
produit. Toutes les distances produit définissent la méme topologie sur F ; cette topologie s’appelle
la topologie produit sur £. Dans le cas £ = RY = R x... xR, la topologie produit est la topologie
usuelle.

Corollaire 1.5.5 Soit E = E; X ... X E}, un espace métrique produit.
(1) Les applications coordonnés m; : E — E; sont continues.
(2) Si F' est un espace métrique, alors une application f : F' — E est continue si et seulement si

toutes les applications m; o f le sont. Autrement dit, en écrivant f = (f1,..., fx), Uapplication f est
continue si et seulement chacune de ses “composantes” fi,..., fr est continue.
La preuve est immédiate en utilisant des suites. O

Le corollaire suivant décrit la topologie d’un espace produit. Appelons pavé ouvert d’un espace
métrique produit £ = E; X ... X F}, toute partie de E de la forme V = V; x ... x V}, ou pour
chaque i, V; est un ouvert de FE;.

Corollaire 1.5.6 Soit E = E; x ... X E}, un espace métrique produit. Un ensemble O C E est
ouvert si et seulement si O est une reunion de pavés ouverts; autrement dit, si pour tout point
x = (r1,...,2,) € O, on peut trouver des ouverts V; C E; tels que x; € V; pour tout i € {1;...;k}
etVix...xV,CO.

Preuve. Les boules ouvertes pour la distance d définie dans la preuve de la proposition précédente
sont des produits de boules ouvertes, donc des pavés ouverts particuliers; par conséquent, tout

ouvert de F est réunion de pavés ouverts. Inversement, un pavé ouvert V = V; x ... x V, peut
s'écrire V =7, (Vi) N ... N, ' (Vi), donc tout pavé ouvert est un ouvert de E, et par conséquent
toute réunion de pavés ouverts est un ouvert. O

Proposition 1.5.7 Si F est un espace métrique, alors la diagonale Ap = {(z,y) € FXF; = =y}
est un fermé de F' x F.

Preuve. Si une suite (z,,x,) converge vers un point (z,y) € F' x F, alors x = y par unicité de la
limite. O

Corollaire 1.5.8 Soient E et F' deux espaces métriques. Si f : 2 — F' est une application continue,
alors le graphe de f est fermé dans E x F.

Preuve. Soit ® : E x F — F x F définie par ®(x,y) = (f(x),y). Par définition de la topologie
produit sur F' x F, Papplication ® est continue. De plus, le graphe de f est exactement ®~(Ap),
ol Ap est la diagonale de F'. Par conséquent, le graphe de f est fermé. O

Proposition 1.5.9 Si E est un espace vectoriel normé, alors les applications (z,y) — x +y et
(A, z) — Az sont continues respectivement sur E X E et sur K x E.
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Preuve. Soit (x,,y,) une suite dans E' x E convergeant vers (z,y) € E' x E. Pour n € N, on a

(@0 +yn) = (@ + )] <lz = zall + Iy = yull

Donc la suite (z,, +y,) converge vers x+y. Cela prouve que l'application (z,y) — x +y est continue
sur £/ x E.
Soit (\,, z,,) une suite convergeant vers (A, z) dans K x E. Pour tout n € N, on a

Anzn = Azl = |[An(zn = 2) + An = N|] < Aal |20 = 2[] + A0 = Al ][]

Comme la suite (\,,) est bornée, on en déduit que A, x,, tend vers Az. Cela prouve la continuité de
I'application (A, x) — Az. O

1.6 Parties denses d’un espace métrique

Soit £ un espace métrique. Une partie A de E est dite dense dans E si on a A = E. Cela se
reformule comme suit.

Proposition 1.6.1 Pour un ensemble A C E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A est dense dans E ;

(2) E\ A est d'intérieur vide dans E ;

(3) tout ouvert non vide de E rencontre A ;

(4) pour tout x € E et pour tout € > 0, il existe un point a € A tel que d(a,x) < €;

(5) tout point de E est limite d’une suite de points de A.

La preuve est immédiate. Pour I’équivalence de (1) et (2), il faut simplement se rappeler que
I'intérieur de E \ A est le complémentaire de 'adhérence de A. O

Exemple 1 L’ensemble des rationnels est dense dans R.
Exemple 2 L’ensemble des matrices inversibles est un ouvert dense de My(K).

Preuve. Soit ® : M4(K) — K T'application déterminant. Comme le déterminant d’une matrice
est fonction polynomiale de ses coefficients, 'application ® est continue. Par conséquent, G L4(K) =
d~1(K*) est un ouvert de My(K). Montrons que cet ouvert est dense.

Soit M € My(K), et pour ¢ € [0;1], soit M(t) la matrice tM + (1 — t)Id. La fonction P définie
par P(t) = det(M(t)) est polynomiale, et P(0) = 1 # 0. Par conséquent, P n’a qu'un nombre fini
de racines. On peut donc trouver une suite (t,) tendant vers 1 telle que P(¢,) # 0 pour tout n.
Alors M (t,,) est inversible pour tout n, et M(t,) tend vers M (1) = M. Comme M est une matrice
quelconque, on a bien montré que GL4(K) est dense dans M 4(K). O

Exemple 3 L’ensemble des fonctions continues a support compact est dense dans LP(R?), pour
tout p € [1; 00].

Preuve. Par “compact”, on entend ici “fermé borné”. La démonstration utilise les deux faits suivants.
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Fait 1 (régularité de la mesure de Lebesgue)
Pour tout borélien A C R? de mesure finie, on peut trouver un compact K et un ouvert O tels que
K CACO et m(O\ K) est arbitrairement petite.

Fait 2 Soit (E,d) un espace métrique. Si Cy et Cy sont deux fermés de E tels que Cy N Cy = (),
alors on peut trouver une fonction continue f : E — [0; 1] valant 0 sur Cy et 1 sur Cy. Par exemple,
on peut prendre

d(ZL’, C())
x,Co) + d(x,Cy)

@) =g

On sait que les fonctions étagées sont denses dans LP. Pour obtenir la densité des fonctions continues
a support compact, il suffit donc de montrer que si f € LP(R?) est étagée et si € > 0 est donné,
alors on peut trouver une fonction ¢ continue a support compact telle que ||f — ¢l|, < e. Fixons
f. Ecrivons f=>,Xila,, ot la somme est finie et les A; sont des boréliens deux a deux disjoints.
Comme f € LP et p < oo, les ensembles A; sont de mesure finie. Par régularité de la mesure de
Lebesgue, on peut trouver des compacts K; et des ouverts O; tels que K; C A; C O; et m(O; \ K3)
est arbitrairement petite. On peut ensuite choisir des fonctions continues f; : RY — [0; 1] telles que
fi = 1 sur K; et f; est a support compact contenu dans O; : on applique le fait 2 avec C; = O;
et Cy = R? \ W, ou W; est un ouvert contenant K; tel que W, est compact et contenu dans O
a ce stade du cours, I'existence d'un tel ouvert n’a en fait rien d’évident (voir 3.3.2, exemple 2).
Alors la fonction ¢ = > \; f; est continue a support compact, et ||¢— f||, est arbitrairement petite. O

Exemple 4 Si [a;b] C R est un intervalle fermé borné, alors l’ensemble des fonctions polynomiales
est dense dans C([a;b]) pour la norme || . ||. C’est le théoréme de Weierstrass.

1.7 Séparabilité

On rappelle qu'un ensemble T' est dit dénombrable s’il existe une surjection de N sur 7. Il revient
au méme de dire qu’il existe une injection de 7" dans N, ou encore que T est fini ou en bijection
avec N.

Définition 1.7.1 Un espace métrique E est dit séparable s’il existe un ensemble D C E dénombrable
et dense dans F.

Exemple 1 R est séparable, car Q est dense dans R.
Exemple 2 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est séparable.

Preuve. On se ramene au cas de (R%, || . ||o), et il suffit alors d’observer que Q¢ est dense dans R?.
U

Exemple 3 Pour p € [1;00[, l'espace (P(N) est séparable. De méme, lespace co(N) est séparable.

Preuve. Notons cgy(N) I'ensemble des suites * € KN & support fini. Il découle directement des
définitions que si x € (P(N) ou z € ¢(N), alors la suite (z,,) définie par x,, = (x(0),...,z(n),0,0,...)
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converge vers x pour la norme considérée. Par conséquent, cyy est dense dans /P et dans ¢y. Comme
de plus toute suite a support fini peut s’approcher par une suite a coordonnées rationnelles et comme
U, en+ Q" est dénombrable, on en déduit sans peine le resultat. O

Exemple 4 Si [a;b] est un intervalle fermé borné, alors 'espace C([a;b]) est séparable.

Preuve. D’apres le théoreme de Weierstrass et la densité de Q dans R, les fonctions polynomiales a
coefficients rationnels sont denses dans C([a; b]). O

On dit qu'une famille d’ouverts B d’un espace métrique E est une base pour la topologie de
E si tout ouvert de E est réunion d’ouverts appartenant a la famille B. Il revient au méme de dire
que pour tout ouvert O € F et pour tout point x € O, on peut trouver un ouvert B appartenant a
la famille B tel que x € B C O.

Proposition 1.7.2 Pour un espace métrique (E,d), les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) E est séparable ;
(2) la topologie de E posséde une base dénombrable d’ouverts.

Preuve. Supposons E séparable, et fixons un ensemble D C E dénombrable et dense dans E. Notons
B la famille de toutes les boules ouvertes de la forme B(z,r), ou z € D et r € Q. La famille B est
dénombrable. Si O est un ouvert de E et si x € O, on peut trouver un nombre rationnel r > 0
tel que B(x,2r) C O, puis un point z € D dans la boule ouverte B(z,r). Alors x € B(z,r) et
B(z,r) C B(z,2r) C O. Cela montre que B est une base pour la topologie de E.

Supposons maintenant que la topologie de E possede une base dénombrabe B. Pour tout ouvert non
vide B € B, choisissons un point xp € B, et posons D = {zp; B € B}. Alors D est dénombrable,
et il est visiblement dense dans E : tout ouvert O # () contient un ouvert B € B, donc un point
rg € D. [l

Corollaire 1.7.3 (propriété de Lindelof )
Soit E un espace métrique séparable. Si (O;)icr est une famille d’ouverts de E, alors il existe un
ensemble dénombrable J C I tel que |J,c; O; = U, s Os-

Preuve. Soit B une base dénombrable pour la topologie de E. Notons B la famille de tous les
ouverts B € B contenus dans un certain O;, et pour B € B, choisissons un indice iz tel que
B C 0;,. Enfin, posons, J = {ip; b € B} L’ensemble J est dénombrable, et on a tout fait pour
avoir UiGJ Oz = Uie[ Oz |
Remarque. En fait, pour un espace métrique la propriété de Lindelof est équivalente a la séparabilité.
C’est un bon exercice.

Corollaire 1.7.4 Soit (E,d) un espace métrique séparable. Pour tout € > 0 donné, l'espace E est
réunion dénombrable de boules ouvertes de rayon €.

Preuve. Pour x € E, posons O, = B(x,¢). Alors E = |J O,, donc il suffit d’appliquer le corollaire
relR
précédent. O
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Corollaire 1.7.5 Tout sous-espace d’un espace métrique séparable est séparable.

Preuve. Soit E un espace métrique séparable, et soit A C E. Si B = (B;);er est une base dénombrable
pour la topologie de E| alors la famille B4 = (B; N A);cr est une base dénombrable pour la topologie
de A. O

Proposition 1.7.6 Tout produit fini d’espaces métriques séparables est séparable.

Preuve. Si E, ..., E}y sont séparables, et si D; est dénombrable et dense dans FE;, alors Dy X ...x Dy,
est dénombrable et dense dans Fq X ... X E. O

Corollaire 1.7.7 St E, et Ey sont deux espaces métriques séparables, alors la tribu borélienne de
Ey x Ey est égale a la tribu produit Bor(F) ® Bor(E,).

Preuve. Comme E X F est séparable, la propriété de Lindelof entraine que tout ouvert de £ x Es est
réunion dénombrable de pavés ouverts V) x V;. Ces pavés ouverts appartiennent a Bor(E;)®Bor(Es),
donc tout ouvert de £y x E, appartient a Bor(E;) ® Bor(E,). Par conséquent, on a Bor(E; x Ey) C
Bor(E;) ® Bor(E,). L’inclusion inverse est toujours vérifiée, que les E; soient séparables ou non. O

Proposition 1.7.8 Dans un espace métrique séparable, toute famille d’ouverts non vides deux a
deux disjoints est dénombrable.

Preuve. Soit E un espace métrique séparable, et soit D une partie dénombrable dense de E. Enfin,
soit (O;)ier une famille d’ouverts non vides de E deux a deux disjoints. Comme D est dense dans
E., on peut, pour chaque 7 € I, choisir un point x; € D tel que x; € O;. Comme les O; sont deux
a deux disjoints, on a z; # x; si ¢ # j, autrement dit I'application ¢ — z; est injective. On a donc
trouvé une injection de I dans ’ensemble dénombrable D, ce qui prouve que [ est dénombrable. O

Corollaire 1.7.9 Dans un espace pré-hilbertien séparable, toute famille orthonormale de vecteurs
est dénombrable.

Preuve. Soit (z;);c; une famille orthonormale dans un espace pré-hilbertien séparable H. Si ¢ # j,

alors, d’apres le théoreme de Pythagore, on a ||z; —z;||? = ||zi||> +]||z;||* = 2, donc ||z; — z;|| = V2.
Par conséquent, les boules ouvertes B; = B(z;,1/2/2) sont deux & deux disjointes, ce qui termine
la démonstration. O
Corollaire 1.7.10 L’espace ({*(N),|| . ||«) n’est pas séparable.

Preuve. Posons A = {0; 1} C ¢(*(N). Si o, 8 € A et a # (3, alors |a(n) — B(n)| = 1 pour au
moins un n € N, donc || — (|| = 1. Par conséquent, les boules ouvertes B, = B(«,1/2) sont
deux a deux disjointes. Comme A est non dénombrable, cela prouve que £*°(N) n’est pas séparable.]

24



Chapitre 2

Espaces complets

2.1 Définition et exemples

Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu'une suite (z,,) C E est une suite de Cauchy pour la
distance d si “les termes de la suite finissent par étre arbitrairement proches”, autrement dit si la
propriété suivante est vérifiée :

Ve >0 3N Vp,q> N d(zp,z,) <e.

L’espace métrique (E,d) est dit complet si toute suite de Cauchy de (E,d) est convergente. Un
espace de Banach est un espace vectoriel normé complet. Un espace de Hilbert est un espace
vectoriel normé pré-hilbertien et complet.

Les remarques suivantes sont tres simples, mais importantes.

Remarque 1 Dans un espace vectoriel normé, toute suite de Cauchy est bornée. La réciproque est
fausse.

Remarque 2 Soit E est un espace vectoriel. Si || . || et ||| . ||| sont deux normes équivalentes
sur E, alors || . || et ||| . ||| possédent les mémes suites de Cauchy. Par conséquent, E est complet
pour || . || si et seulement si il I’est pour ||| . |||

Ce résultat est faux dans le cadre des espaces métriques : si d; et dy sont deux distances équivalentes
sur un méme ensemble F, alors E peut tres bien étre complet pour d; sans étre complet pour ds
(voir 2.1.5 pour un exemple).

Exemple 1 R est complet pour la distance usuelle.

Exemple 2 Q n’est pas complet pour la distance usuelle.

Preuve. Si (r,) est une suite de rationnels convergeant vers /2, alors (r,) est de Cauchy dans
Q mais ne converge pas dans Q.
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Exemple 3 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Preuve. Par équivalence des normes, on peut se ramener au cas de (R% || . [|o). Si une suite
(z,,) est de Cauchy dans (R? || . ||s), alors elle est “de Cauchy coordonnée par coordonnée” car
|2,(1) — 24(7)] < ||zp — 24/l pour tous p,q et pour tout i € {1;...;d}, donc (z,) converge “coor-
donnée par coordonnée” par complétude de (R, | . |), autrement dit (x,,) converge dans (R%, || . ||o0). O

Exemple 4 Soit T un ensemble quelconque. Si (F.|| . ||[r) est un espace de Banach, alors l'es-
pace (=(T, F) est complet pour la norme || . || En particulier, (°(T,K) est un espace de Banach.

Preuve. Soit F' un espace de Banach, et soit (f,) une suite de Cauchy dans (¢>°(T,F),|| . ||«)-
Pour tout point ¢ € T" et pour tous p,q € N, on a || f,(t) — f,(O)||r < ||f, — f4l|e par définition de la
norme || . ||o; par conséquent, chaque suite (f,(t)) est de Cauchy dans F. Comme F' est supposé
complet, on en déduit que pour tout t € T, la suite (f,,(t)) possede une limite f(t) € F. Il reste a
voir que la fonction f : T'— F ainsi définie appartient a ¢>°(T, F'), et que (f,) converge vers f au
sens de la norme || . ||oo.

Comme (f,,) est de Cauchy pour || . ||, €lle est bornée pour || . ||« I existe donc une constante M
telle que || f.(t)||r < M pour tout n € N et pour tout t. En faisant tendre n vers I'infini, on obtient
|| f(t)]|r < M pour tout ¢t € T, ce qui prouve que f est bornée, autrement dit f € (>°(T, F).

Soit ¢ > 0. Comme (f,) est de Cauchy pour || . ||, on peut trouver un entier N tel que
| fp — falloo < € pour p,q > N, autrement dit ||f,(t) — f,(t)||r < € pour p,q > N et pour tout
t € T. En faisant tendre ¢ vers 'infini, on obtient ||f,(t) — f(t)||r < € pour p > N et pour tout
t € T, autrement dit ||f, — f||cc < € pour tout p > N. Cela montre que (f,) converge vers f pour
la norme || . ||s- O

On traduit souvent la complétude de ¢*°(7,K) de la maniere suivante : si une suite de fonctions
bornées est “uniformément de Cauchy”, alors elle converge uniformément. Voici un exemple d’'uti-
lisation.

Exemple 5 Si [a;b] C R est un intervalle fermé borné, alors 'espace C'(|a;b]) est complet pour la
norme || . [|er définie par || fller = |[flloo + [[fl]oo-

Preuve. Soit (f,) C C'([a;b]) une suite de Cauchy pour || . ||c:. Par définition de || . ||¢1, on
voit que les deux suites (f,,) et (f/) sont uniformément de Cauchy. Ces deux suites sont donc uni-
formément convergentes : il existe deux fonctions f et g telles que f,, — f uniformément et f; — ¢
uniformément. D’aprés un théoreme bien connu, on peut affirmer que f est de classe C! et f' = g.
Ainsi, f, — f uniformément et f/ — f’ uniformément, autrement dit (f,,) converge vers f pour
-l O

Exemple 6 Si (T, i) est un espace mesuré, alors (LP(T, ), || . ||,) est complet pour tout p € [1;00] :
c’est le théoréme de Riesz-Fisher. En particulier, les espaces P(N) sont complets pour leurs
normes naturelles (faire la démonstration “a la main” est un bon exercice), et L*(T, i) est un es-
pace de Hilbert.
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Proposition 2.1.1 Soit (E,d) un espace métrique, et soit A une partie de E.

(1) Si A est compléte pour d, alors A est fermée dans E.

(2) Si (E,d) est supposé complet, alors A est compléte pour d si et seulement si A est une partie
fermée de E.

Preuve. Supposons (A, d) complet, et montrons que 1’ensemble A est fermé dans E. Soit (x,) C A
convergeant vers un point x € E. Alors (x,) est une suite de Cauchy pour d, donc, comme (A, d)
est supposé complet, (z,,) doit converger vers un point de A; ainsi, = € A.

Supposons maintenant (F,d) complet et A fermé dans E. Soit (x,) une suite de Cauchy de (A, d).
Comme (F,d) est complet, (z,) converge vers un point = € E, et comme A est fermé dans E, on a
x € A. Ainsi (x,,) converge dans A, ce qui prouve que (A, d) est complet. O

Corollaire 2.1.2 Si[a;b] est un intervalle fermé borné, alors l'espace (C([a;b]), || . ||oc) est complet.
Plus généralement, si E est un espace métrique, F' un espace de Banach, et si on note Cy(E, F)
I’ensemble de toutes les fonctions f: E — F continues bornées, alors Cp(E, F') est complet pour la
norme || . ||so-

Preuve. Cy(E, F') est fermé dans (¢>°(E, F'),|| . ||«), car une limite uniforme de fonctions continues
est continue. O

Corollaire 2.1.3 L’espace (co(N),|| .||) est un espace de Banach.
Preuve. ¢ est fermé dans (0] . ||s)- O

Corollaire 2.1.4 Si E est un espace vectoriel normé, alors tout sous-espace vectoriel de E de
dimension finie est fermé dans E.

D’apres la proposition précédente, un ouvert d’un espace métrique complet n’est a priori pas complet
pour la distance induite. On a cependant le résultat suivant, qui montre en particulier que la
complétude n’est pas une propriété topologique mais bien une propriété métrique, c’est-a-dire une
propriété du couple (E,d).

Remarque 2.1.5 Soit (E,d) un espace métrique, et soit O un ouwvert de E. Pour x,y € O, posons

1 1

o y) =@ 9) + |95y " ay BN 0|

(1) § est une distance sur O, équivalente a la distance d.
(2) Si (E,d) est complet, alors O est complet pour .

La preuve est un exercice instructif. O

On dit qu'une série Y x, dans un espace vectoriel normé E est absolument convergente si
la série numérique Y ||z, || est convergente. Le résultat suivant est fondamental.

Théoreme 2.1.6 Si E est un espace de Banach, alors toute série absolument convergente a termes
dans E est convergente dans E.
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Preuve. Soit E un espace de Banach, et soit ) x,, une série absolument convergente a termes dans
E. Pour n € N, posons S, = > xj. Pour p < ¢, on a

q
D

p+1

q
<3 il

p+1

||Sq _SpH =

Comme la série Y ||x,|| est convergente, cela prouve que la suite (S,,) est de Cauchy dans E. Comme
E est complet, on a donc montré que la série > z,, est convergente dans F. O

Il se trouve que le théoreme précédent caractérise les espaces de Banach :

Proposition 2.1.7 Soit E un espace vectoriel normé. Si toute série absolument convergente a
termes dans E est convergente, alors E est complet.

Preuve. Supposons que toute série absolument convergente a termes dans E soit convergente. Soit
(x,) une suite de Cauchy dans E. En prenant ¢ = 27" dans la définition d’une suite de Cauchy, on
voit qu’on peut trouver une suite strictement croissante d’entiers (p,,) telle que ||z, — z,,|| < 27"
pour tout n et pour tout ¢ > p,. En particulier, on a ||z,,,, — 2p,|| < 27", donc la série
> (zp,,, — xp,) est absolument convergente. Cette série est donc convergente dans F, et comme on
a ngl(mpkﬂ — Xp,) = Tp, — Ty, pour tout n > 1, on en déduit que la suite (x,,) converge vers
un certain x € E. En utilisant a nouveau la définition d’une suite de Cauchy, on montre alors sans
difficulté que la suite (z,) tout entiére converge vers x. O

Exemple 1 Complétude de L*

Comme illustration de la propriété précédente, démontrons la complétude de I'espace L (T, j1). Soit
> fn une série absolument convergente & termes dans L' : on a donc par définition Y o7 || fu|[1 < co.
Posons g(t) = Yo" | fa(t)|. La fonction g est une fonction mesurable positive bien définie, & valeurs
éventuellement infinies. De plus, d’apres le théoreme d’interversion série-intégrale, on a fT gdu =
Yoo Jr lfaldp =320 1| falli < co. Ainsi, g est intégrable, donc en particulier finie presque partout.
La série Y f,.(t) est donc presque partout absolument convergente, donc presque partout conver-
gente, et la fonction f =Y f,, maintenant bien définie, est intégrable puisque |f| < g. Pour tout
neN onall >0 fe—flli <>penllfellis ce qui prouve que la série > f, converge en norme L'
vers f. O

Exemple 2 Quotients

Soit X un espace vectoriel normé, et soit £ un sous-espace vectoriel de X. Si z € X, alors la
distance de = a F,
d(z,E) = inf{||lx — z||; z € E},

ne dépend que de la classe de z dans I’espace vectoriel quotient X /FE. On définit donc sans ambiguité
une application || . ||x/g : X/E — R* par la formule

]| = d(z, E),

oli on a noté [z] la classe de x dans X/E. On vérifie sans difficulté qu'on a ||[Aull,/e = |[A] ||u]| x/e
pour u € X/E et A € K, et ||u+v||x/p < ||ullx/e + ||v]lx/p pour u,v € X/E. Si E est de plus
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fermé dans X, alors ||ul|x/g ne peut valoir 0 que si v = 0, car pour z € X, on a d(z,E) =0
si et seulement si * € E = E. Ainsi, || . ||x/p est une norme sur 'espace quotient X/E, qu’on
appelle la norme quotient associée a la norme donnée sur X. Par définition de la norme quotient,
I’application linéaire quotient

7 X - X/E

vérifie 7(By) = Z-OBX/E‘ En particulier, 7 est continue et ||7|| = 1 (voir le chapitre 4).

Proposition 2.1.8 57 X est un espace de Banach et si E est un sous-espace fermé de X, alors
espace quotient X/E est un espace de Banach pour la norme quotient || . || x/g.

Preuve. Soit ) u, une série absolument convergente a termes dans X/FE. La définition de la norme
quotient montre que pour tout n € N, on peut trouver x, € X tel que 7(z,) = u, et ||z,| <
|tn|| x/E 427", Alors la série ) x,, est absolument convergente, donc elle converge dans X puisque

X est un espace de Banach. Comme 7 est linéaire continue, on en déduit que la série ) u,, converge
(o] oo
dans X/E, avec Y " Uy, = 7(D_g Tn). O

2.2 Théoreme du point fixe

Le théoreme suivant est d’'une tres grande utilité.

Théoréme 2.2.1 (théoreme du point fixe)

Soit (E,d) un espace métrique complet, et soit Z un ensemble contenant E. Soit également ® : E —
Z. On suppose que ® vérifie les deux propriétés suivantes.

(1) E est stable par ®, autrement dit ®(E) C E;

(2) @ est contractante pour la distance d, ¢’est-a-dire lipschitzienne de rapport k < 1.

Alors ® possede un unique point fize a € E. De plus, pour tout point vy € E, la suite des itérées
(®™(x0)) converge vers a.

Preuve. Soit xy € E, et posons z, = ®"(x9), n € N. Pour tout ¢ > 1, on a d(z;y1,z;) =
d(®(x;), ®(x;1)) < kd(z;,r;_1). Par récurrence, on en déduit d(x;y1,2;) < k'd(z1,7) pour tout
1 € N. Par conséquent, si p < ¢, alors

q—1

d(g,@,) < d(wi,zi)
1=p
< Z k’l X d(l’l,xo).

p<i<q

Comme k < 1, la série > k' est convergente. Par conséquent, I'inégalité précédente montre que la
suite (z,) est de Cauchy pour d, et converge donc vers un point a € E puisque E est complet.
Comme & est lipschitzienne, elle est continue sur F, donc a est un point fixe de ®. Enfin, si b est
un autre point fixe, alors d(a,b) = d(®(a), P(b)) < kd(a,b); et comme k < 1, cela n’est possible
que si d(a, b) = 0, autrement dit b = a. O

Corollaire 2.2.2 Avec les notations précédentes, on suppose seulement que ® vérifie (1) et qu’il
existe un entier p > 1 tel que ®P est contractante. Alors ® posséde un unique point fixe, et pour
tout point xg € E, la suite (P"(xg)) converge vers ce point fize.
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Preuve. Sous ces hypotheses, 'application ®? possede un unique point fixe a. Si on pose b = ®(a),
alors b est aussi point fixe de P, donc b = a par unicité; ainsi, a est un point fixe de ®. Tout
point fixe de ® est également point fixe de ®P, donc égal a a, donc a est le seul point fixe de
®. Enfin, si 2y € E, alors chaque suite (®P(z0))ren, ¢ € {0;...;p — 1}, converge vers a (car
PIHRP (1) = (PP)*(x;), ot 7; = D)), donc la suite (®"(xg))nen converge vers a. O

2.2.1 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Le théoreme du point fixe possede d’innombrables applications spectaculaires. On va en donner
seulement une ici : le théoréme de Cauchy-lipschitz.

Soit X un espace de Banach, et soit f : [ty — a;tg + o] x B(xg,r) — X, ot 29 € X, t; € R
et a,r > 0. On s’intéresse au probleme de Cauchy

a'(t) = f(t, z(t))
(*) { [E(to) = 2o

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’énonce comme suit.

Théoreme 2.2.3 On fait les hypothéses suivantes.
(1) f est continue sur C = [ty — a;to + a] x B(xo,7), et lipschitzienne par rapport a la variable
z € B(x,7).
(2) 1l existe une constante M telle que ||f(t,x)|| < M sur C, avec de plus aM < r.
Alors le probléeme de Cauchy (*) posséde une unique solution x : [ty — o to + a] — B(xg,7).

Preuve. On supposera connue la définition de 'intégrale d’une fonction continue u : [a;b] — X, ou
[a; b] est un intervalle compact de R. On reviendra plus loin sur cette définition, voir 4.3. Dans la
suite, on pose I = [ty — a;tg + al.

Siz : I — B(wg,7) est une fonction continue, alors = est solution de (x) si et seulement si elle vérifie

x(t) = o —i—/t f(s,z(s))ds

pour tout point ¢ € I. Autrement dit, si on note C(I, B(zg,7)) ’ensemble des fonctions continues
xv: I — X vérifiant z(I) € B(xo,7) et F(I,X) I'ensemble de toutes les fonctions = : [ — X,
alors = est solution du probleme de Cauchy si et seulement si x est un point fixe de I'application
® : C(I,B(xy,7)) — F(I,X) définie par

O(x)(t) = x0 —{—/t f(s,x(s))ds.

Il s’agit donc de montrer que ® possede un unique point fixe.

On vérifie sans difficulté que £ = C(I, B(xo,7)) est une partie fermée de £>°(I, X), et est donc
complet pour la distance induite par la norme || . ||.

Siz € C(I,B(xo,7)) et t,t' € I alors :

| @(2)(t) — () ()]

fi f(s.a(s)) ds|

< S lf G as) 1 ds
<M x|t—1|
<r,
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la derniere inégalité venant de ’hypothese (2). On en déduit d’une part que ®(x) est M-lipschitzienne,
et donc continue; et d’autre part, en prenant ¢’ = to, qu'on a ||®(z)(t) — zo|| < r pour tout t € I.
Par conséquent, ® envoie £ = C(I, B(xy, 7)) dans lui-méme.

Montrons maintenant que ® posseéde une itérée contractante. L’hypothese (1) signifie qu’il existe une
constante C' telle que ||f(s,u) — f(s,v)|| < C |Ju — v|| pour tout s € I et pour tous u,v € B(zg,7).
On en déduit que si x,y € F, alors on a

1@(2)(t) = )OI < |[ 11 (s:2(5)) —f(say(S))HdS’

< C |y lle(s) = y(s)llds|
< Ot —to] x [l =yl

pour tout t € I. En remplacant x et y par ®(z) et ®(y), on en déduit

[9%(2)(t) = D2(y)(X)]| < C| [y [|D(x)(s) = D(y)(s)]| ds
< C|f. Cls —to| |lx = yl| ds

24412
= S5 e = gl

puis par récurrence :
CP|t — to|P
|97 (2)(t) — D (y) (1| < — |z =yl

pour tout t € I et pour tout p € N. On a donc

CPoP
||@F(z) — P (y)]|oo < ol 17— yl|oo

pour tout p € N. Comme C;?‘p tend vers 0 quand p tend vers I'infini, cela prouve que ® possede

une itérée contractante. Ainsi, toutes les hypotheses du théoreme du point fixe sont vérifiées, et la
démonstration est terminée. O

Variante. On définit une nouvelle norme || . ||, sur C(I, X) en posant
|zl = sup{e™ [l=(®)]; t € I}

On vérifie sans difficulté que || . ||« est équivalente & la norme. || . ||oo. Pour démontrer le résultat
souhaité, il suffit donc de vérifier que 'application ® définie plus haut est contractante pour la
norme || . ||«. Mais si z,y € C(I, B(xo, 7)), alors

1e(y)(t) = (@)D < |[; Cllyls) —z(s)] dS‘
< |fi ce ds| x ly — xl.

= e — e x|ly — =],
pour tout ¢ € I. En multipliant par e * et en passant au sup, on en déduit

12(y) = @)l < (1 =) [ly — 2.,
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d’ou le résultat. 0

Remarque Dans le cas d'une équation différentielle linéaire 2/(t) = a(t)z(t), o a : I — R est une
fonction continue, on connait explicitement la solution : elle est donnée par la formule x(t) = xoe®),
ou A(t) = fti a(s)ds. Il est amusant de calculer explicitement les “itérées de Picard” (®"(xg)), ou
Xg est la fonction constante égale a x( : on tombe exactement sur les sommes partielles de la série

k
2

2.3 Théoreme des fermés emboités

Proposition 2.3.1 (théoreme des fermés emboités)

Soit (E,d) un espace métrique complet, et soit (F,) une suite de fermés non vides de E. On suppose
que la suite (F,) est décroissante et que le diamétre de F,, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
Alors l'intersection des F,, est non vide, réduite a un seul point,

Preuve. La condition sur les diametres entraine que l'intersection des F;, ne peut pas contenir plus
d’un point. En effet, si a,b sont deux points de (), F},, alors d(a,b) < diam(F),) pour tout n € N,
et donc d(a,b) = 0.

Pour n € N, choisissons un point z, € F,. Si p < ¢, alors z,, et z, appartiennent a Fj, puisque
F, C F,, donc d(zp, x,) < diam(F},). Par conséquent, la suite (z,) est de Cauchy, et converge donc
vers un point z., € E. Pour n fixé, on a x, € I}, si p > n, et donc z, € F), car F,, est fermé. Ainsi,
Too appartient a tous les Fj,. O

Voici une illustration nontriviale et typique du théoreme des fermés emboités.

Exemple Si (E,d) est un espace métrique complet séparable, alors ou bien E est dénombrable, ou
bien {0; 1} s’injecte dans E.

Le résultat découle immédiatement des deux faits suivants. On aura besoin d’une définition : on dit
qu'un point z d’un espace métrique X est un point isolé de X si {z} est un ouvert de X.

Fait 1 Si E est un espace métrique séparable et non dénombrable, alors E contient un fermé non
vide X sans point isolé.

Preuve. Notons O la réunion de tous les ouverts dénombrables de E. Alors O est un ouvert de FE,
et comme F est séparable, la propriété de Lindelof montre que O est dénombrable (donc O est le
plus grand ouvert dénombrable de E). Comme E est non dénombrable, X := E \ O est un fermé
non vide de E. Par définition de O, tout ouvert non vide de X est non dénombrable; donc X n’a
pas de point isolé. O

Fait 2 Si X est un espace métrique complet sans point isolé, alors {0;1}Y s’injecte dans X.

Preuve. La preuve repose sur 1’observation suivante : comme X n’a pas de point isolé, tout ouvert
non vide de X contient au moins deux points, donc pour tout ouvert non vide V' C X, on peut
trouver deux ouverts non vides VO, V! € V tels que VON V1 = (; de plus, les diametres des V?
peuvent étre choisis arbitrairement petits.
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Notons S 'ensemble des suites finies de 0 et de 1. Pour s € S, on note |s| la longueur de s, et s0,
s1 les suites “s suivie de 07, “s suivie de 1”7. D’apres 'observation précédente, on peut construire
une famille (V;)ses d’ouverts non vides de X vérifiant les propriétés suivantes :

(1) EC&pour i =0,1;
(2) VioN Ve =0;
(3) diam(V;) < 27kl

Pour a € {0;1}" et n € N, notons «y, la suite finie (ap,...,a,). D’aprés (1), (3) et le théoreme
des fermés emboités, I'ensemble [, V5, est un singleton, que 'on peut noter {¢(a)}. D’apres (2),
'application ¢ : {0; 1} — X est injective. |

2.3.1 Projection sur un convexe fermé

Comme autre illustration du théoreme des fermés emboités, on va démontrer le tres important
résultat suivant.

Théoreme 2.3.2 Soit H un espace de Hilbert, et soit C C H un ensemble convexe fermé non vide.
Pour tout point a € H, il existe un et un seul point x € C' tel que ||z — a|| = d(a, C)

Preuve. Quitte a remplacer C' par C' — a, on peut supposer a = 0. Il s’agit alors de montrer au’il
existe un et un seul point x € C' tel que ||z|| = inf {||ul|; © € C}. Notons m cette borne inférieure, et
pour n € N, posons F,, = {z € C; ||z|| < m+27"}. Alors les F,, sont des fermés de ’espace métrique
complet C, non vides par définition de m. La suite (F},) est décroissante, et (), F), est exactement
I'ensemble des points x € C vérifiant ||x|| = m. D’apres le théoreme des fermés emboités, il suffit
donc de vérifier que le diametre de F;, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

Soient n € N fixé, et soient x,y € F,,. D’apres l'identité du parallélogramme, on a

2 2

r—y
2

Tty
2

(el + [1yl1*) -

1
2

Comme C' est convexe, on a %ﬂ € (' et donc ||z—;”’“ > m. Par définition de F},, on en déduit

1/2

T —y .
2 H < On = ((m 427" = m?)

Comme z et y sont arbitraires dans F),, on a donc diam(F},) < d,, ce qui termine la démonstration.
U

Remarque. a titre d’exercice, on pourra démontrer la généralisation suivante de l'identité du pa-
rallelogramme : si x1,...,xy sont des points quelconques de ’espace de Hilbert H, alors

1 N N
oN Z ||Z€¢xi\|2 = ZH%’HZ-
=1

ee{-1;1}V =1
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2.4 Théoréeme de Baire

Le résultat suivant est d’une tres grande importance.

Théoréme 2.4.1 (théoreme de Baire)
Soit (E,d) un espace métrique complet, et soit (Op,)nen une suite d’ouverts de E. Si tous les ouverts
O,, sont denses dans E, alors G = ﬂneN O,, est encore dense dans E. En particulier, on a (), Oy # 0.

Preuve. 1l s’agit de montrer que si O C F est un ouvert non vide, alors G N O # (). Fixons un tel
ouvert O.

Comme Oy est un ouvert dense de F/, 'ensemble Og N O est un ouvert non vide. Soit g € Oy N O,
et choisissons 7o < 270 tel que B(xq,79) C Oy N O.

Comme O; est dense dans F, on a O; N B(xg, 1) # @ et on peut donc trouver z; et 1 < 271 tels
que B(z1,71) C B(zo,70) N O1 = B(xg,70) N O N O.

Par récurrence, on voit qu’on peut construire une suite de boules ouvertes B, = B(x,,r,) vérifiant
les propriétés suivantes :

(1) Bn+1 - Bn;
(2) m <27
(3) B,CO,NO.

D’apres (1), (2) et le théoreme des fermés emboités, on a alors (), B, # 0. D’apres (3), on en déduit
GNO #0. O

Corollaire 2.4.2 Soit (E, d) un espace métrique complet. Si (F,,) est une suite de fermés d’intérieurs
vides dans E, alors |J, oy Frn est encore d’intérieur vide. Par conséquent, si (F,) est une suite de

fermés de E telle que |J,, F,, = E, alors il existe au moins un entier n tel que ﬁ’n £ (.

Preuve. C’est immédiat par passage aux complémentaires, puisqu’un ensemble A est dense dans F
si et seulement si E'\ A est d'intérieur vide. O

Corollaire 2.4.3 Soit (E,d) un espace métrique complet. Si (F,) est une suite de fermés de E
telle que U, oy o = E, alors Q := ], F, est un ouvert dense dans E.

neN - N

Preuve. L’ensemble () est ouvert en tant que réunion d’ouverts. De plus, on a

E\Q = (UFn> \ (UFn> cJFNE).

n

Les ensembles C,, = F}, \ Fn sont des fermés d’'intérieurs vides, donc £\ Q C |, C,, est également
d’intérieur vide d’apres le théoreme de Baire. Par conséquent, €2 est dense dans E. O

On dit qu’un espace métrique X est un espace de Baire s’il vérifie le théoreme de Baire.

Corollaire 2.4.4 Si (E,d) est un espace métrique complet, alors tout fermé de E est un espace de
Baire, et tout ouvert de E également.

Preuve. Un fermé de E est complet pour la distance d, donc est un espace de Baire. Si O est un
ouvert de F, on a vu qu’il existe une distance § sur O équivalente a d telle que (O, §) soit complet,
donc O est un espace de Baire. On peut aussi démontrer le résultat directement : si (£2,,) est une
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suite d’ouverts denses de A, alors les §2,, sont des ouverts de E car A est ouvert dans E. Les en-
sembles O, = Q,U(E\ A) sont donc des ouverts de E, et on vérifie sans difficulté qu’ils sont denses
dans E. En appliquant le théoréme de Baire aux O,,, on obtient que (E\ A) U N, {2, est dense dans
E, d’oti on tire que [, €2, est dense dans A. O

Remarques

(1) L’ensemble G = ), O,, apparaissant dans ’énoncé du théoréme de Baire n’a aucune raison
d’étre un ouvert de FE.

(2) Bien entendu, le théoreme de Baire est valable si, au lieu d’une suite (O,,),en, on considere
une famille d’ouverts (O;);c; indexée par un ensemble I (fini ou) dénombrable. En revanche, le
résultat est completement faux pour une famille non dénombrable d’ouverts. Pour le voir, il suffit
de considérer la famille (O,)zer, o4 O, = R\ {z}. Les O, sont des ouverts denses de R, mais
I'intersection de tous les O, est vide.

2.4.1 Fonctions continues nulle-part dérivables

Comme premiere application frappante du théoreme de Baire, on va démontrer le résultat suivant.
Notons C([0;1]) 'espace des fonctions continues f : [0; 1] — K, muni de la norme || . || ; on a vu
plus haut que C([0; 1]) est un espace de Banach.

Théoréme 2.4.5 L’ensemble des fonction continues nulle part dérivable est dense dans C([0;1]).
En particulier, il existe des fonctions continues nulle part dérivables.

Preuve. Pour n € N, posons

un_{feC([O,l]),v € [0;1] y?}; ] > }

Fait 1 Chaque U,, est un ouvert de C([0;1]).

Preuve. Fixons n, et posons F,, = C([0;1]) \ U,,. Par définition, une fonction f appartient a F,
si et seulement si et seulement si il existe un point x € [0; 1] tel que la propriété suivante ait lieu :

(*) Yy e [0:1] [f(y) — flz)| <nlz -yl

Notons F I'ensemble des couples (z, f) € [0;1] x C([0;1]) vérifiant la propriété (x). Comme ’ap-
plication (z, f) — f(z) est continue sur [0; 1] x C([0;1]), on voit que I'ensemble F est un fermé de
[0;1] x C([0;1]); et par définition de F, on a I’équivalence

feF, e Jxel0;1] (z,f)eF.

Comme [0; 1] est compact, on en déduit (cf 'exemple 3.3.3 traité plus loin) que F,, est fermé dans
C([0;1]), et donc que U, est ouvert. O

Fait 2 Chaque U,, est dense dans C([0;1]).
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Preuve. On sait que l'ensemble des fonctions lipschitziennes est dense dans C([0;1]) : cela vient
par exemple du fait que toute fonction continue est limite uniforme de fonctions affines par mor-
ceaux, ou du théoreme de Weierstrass. Pour montrer que U, est dense dans C([0;1]), il suffit donc
de montrer qu’on peut approcher toute fonction lipschitzienne g : [0; 1] — R par un élément de U,,.
Fixons g, et fixons € > 0. On cherche f € U, telle que ||f — g||o < €.
Comme g est lipschitzienne, il existe une constante C' < oo telle que

<C

‘g(y) —g(x)
y—

pour tous z,y € [0;1], x # y.

Soit M > 0 a fixer ultérieurement, et soit € : [0; 1] — R une fonction continue affine par morceaux
de pente partout supérieure a M et vérifiant ||0||o, < e. Enfin, posons f = g+ . On a évidemment
||f — glloo < €. Siz est un point quelconque de [0; 1], alors on peut trouver y # x tel que

’9<y>—e<x> _—
y—x
On en déduit
‘f(y)—f(:v) Y ‘g(y)—g(:ﬂ)
y—x y—x
>M-—-C
>n

si on a choisi M > n+ C. Comme le point x est arbitraire, on en déduit que la fonction f appartient
a U,. Cela termine la preuve du fait 2. O

D’apres le théoreme de Baire l'intersection de tous les ouverts U, est dense dans C([0;1]). Comme
il est clair qu'une fonction f € (), U, n’est dérivable en aucun point, cela termine la preuve du
théoreme. 0

Le théoreme précédent est un peu mystérieux, car il affirme qu’il existe “beaucoup” de fonctions
continues nulle part dérivables, mais n’en exhibe aucune. Voici un exemple explicite : la fonction
¢ : R — R définie par

o(x) = Z 27" sin(4"x)

est continue par convergence normale de la série. Elle est également nulle part dérivable, ce qui n’a
rien d’évident.

2.4.2 Limites simples de fonctions continues

On sait que si une suite (f,,) de fonctions continues converge simplement vers une fonction f, alors
f n’est pas nécessairement continue. On a cependant le résultat suivant.

Théoréme 2.4.6 Soit (E,d) un espace métrique complet, et soit (f,) une suite de fonctions conti-
nues, fn,: E — R. On suppose que la suite (f,) converge simplement vers une fonction f: E — R.
Alors I’ensemble des points de continuité de f est dense dans E ; en particulier, f posséde au moins
1 point de continuité.
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Preuve. Notons Cont(f) ’ensemble des points de continuité de f. Pour £ > 0, posons
O. = {x € E; 3V voisinage ouvert de z tel que Vy,z €V |f(y) — f(2)] <e}.

Par définition, chaque ensemble O, est ouvert dans E. De plus, on vérifie facilement qu’on a

ﬂ O1/, = Cont(f).

peEN*

D’apres le théoreme de Baire, il suffit donc de montrer que chaque ouvert O, est dense dans F';
fixons € > 0.
Pour n € N, posons

F,={x € E; Vp,g>n |f,(z)— f,(x)] <e/3}.

Comme les fonctions f,, sont continues, les ensembles F, sont des fermés de E. De plus, comme la
suite (f,) converge simplement, elle est de Cauchy en tout point, et on a donc |, F;, = E. D’apres

le théoreme de Baire (voir 2.4.3), on en déduit que Q = J, E, est dense dans E. On va montrer
que () est contenu dans O, ce qui terminera la démonstration.

Soit x € €. Par définition, il existe donc un entier ny et un voisinage ouvert V; de x tels que
Vi C F,,. Pour y,z € V4, on a alors

o) = Fo(D) < 1Fp(y) = Fao W]+ [fg (4) = Fro ()] + | o (2) = fo(2)]

< ef3+ 1 fuo (W) = fuo(2)[ + /3.

En faisant tendre p vers I'infini, on en déduit

[F(Y) = F(2)] < 2e/3+ | o (y) = fo ()]

pour tous y, z € V5. Mais la fonction f,, étant continue, on peut trouver un voisinage ouvert V5 de
x tel que | fn, (Y) — fuo(2)| < €/3 pour y, z € V5. Sion pose V =V, N Vj, on a alors

[fly) = fl2)[ <e

pour tous y, z € V. Cela prouve que x € O.. O
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Chapitre 3

Espaces métriques compacts

3.1 Définition et exemples

Définition 3.1.1 Soit (E,d) un espace métrique.

(1) On dit qu'un point x € E est une valeur d’adhérence d’une suite (v,) C E sl existe une
sous-suite de (x,) qui converge vers x.

(2) L’espace métrique E est dit compact si toute suite (x,) C E posséde au moins une valeur
d’adhérence dans E.

(3) On dit qu’un ensemble A C E est un compact de E si l’espace métrique (A,d) est compact.

Notons que, contrairement & la complétude, le fait qu'un espace métrique (E,d) soit compact ou
non ne dépend que de la topologie définie par la distance d.

Exemple 1 Tout intervalle fermé borné [a;b] C R est compact : c’est le théoréme de Bolzano-
Wezierstrass.

Les remarques qui suivent sont importantes.

Remarque 3.1.2 Si une suite de Cauchy dans (E,d) posséde une valeur d’adhérence, alors elle
converge vers cette valeur d’adhérence. Par conséquent, tout espace métrique compact est complet.

La preuve est laissée en exercice. O

Exemple 2 R est complet pour la distance usuelle, mais il n’est pas compact. Par exemple, la
suite (x,) définie par z,, = n ne possede aucune sous-suite convergente.

Remarque 3.1.3 Soit E un espace métrique.

(1) Tout ensemble compact A C E est fermé.

(2) Si E est compact, alors tout fermé de E est compact.

(3) Si E est un espace vectoriel normé, alors tout sous-ensemble compact de E est fermé borné.

Preuve. (1) Soit A un compact de E, et soit (x,) un suite de points de A convergeant vers un point
x € E. Par compacité de A, la suite (x,) possede une valeur d’adhérence dans A. Mais z est la
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seule valeur d’adhérence possible pour (z,), par “unicité de la limite”. Donc x € A, ce qui prouve
que A est fermé dans F.

(2) Supposons E compact et A fermé dans E. Si (z,,) est une suite de points de A, alors (x,,) possede
une valeur d’adhérence x € E car E est compact, et on a x € A car A est fermé. Par conséquent,
A est compact.

(3) On sait déja qu'un compact de E est fermé dans E. Si A C E est non borné, alors on peut
construire une suite (x,) C A telle que [|z,|| > n pour tout n € N. Alors aucune sous-suite de
(x,) n'est bornée, donc (x,) ne possede aucune valeur d’adhérence. Par conséquent, A n’est pas
compact. Ainsi, tout ensemble compact est borné. O

Exemple 3 La boule unité de (*(N) est fermée et bornée dans ¢?(N), mais elle n’est pas com-
pacte.

Preuve. Pour n € N, notons e, € (*(N) le vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf
la n-ieme qui vaut 1. Alors ||e,||; = 1 pour tout n, et |le, — e,|ls = V2 si p # ¢. Par conséquent,
(en) est une suite de Bz qui ne possede aucune sous-suite convergente. O

Exemple 4 (fondamental)
Dans une espace vectoriel normé de dimension finie, les ensembles compacts sont exactement les
ensembles fermés bornés.

Preuve. On a déja montré que dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toute suite
bornée possede une sous-suite convergente. On en déduit tres facilement que dans un tel espace,
tout ensemble fermé borné est compact. La réciproque a déja été démontrée. O

Remarque 3.1.4 Soit (E,d) un espace métrique compact, et soit a € E. Si a est la seule valeur
d’adhérence possible d’une suite (x,) C F, alors (x,) converge vers a.

Preuve. Si (z,) ne converge pas vers a, on peut trouver £ > 0 et une sous-suite (z},) de (z,,) telle
que d(x,,a) > € pour tout n € N. Comme F est compact, la suite (z],) possede une sous-suite (z//)
qui converge vers un point b € E. Alors b est une valeur d’adhérence de (z,,), et d(b,a) > ¢ > 0,
donc b # a, ce qui est absurde par hypothese. O

Remarque 3.1.5 Toute réunion finie d’ensembles compacts est un compact. En particulier, tout
ensemble fini est compact.

Preuve. Soient Kj, ..., K,, des compacts d'un espace métrique E, et soit K = |J" K;. Si (z,,) est
une suite de points de K, alors I'un des K; doit contenir une infinité de termes de la suite (x,). Il
existe donc un indice iy et une sous suite (7)) de (x,,) tels que z/, € K;, pour tout n. Comme K, est
compact, la suite () posséde une valeur d’adhérence x € K;,. Alors z € K et x est également une
valeur d’adhérence de (z,,) : cela prouve que K est compact. Ainsi, toute réunion finie de compacts
est un compact. Comme un singleton est visiblement compact, on en déduit que tout ensemble fini
est compact. O

39



Exemple 5 Soit (E,d) un espace métrique. Si (x,) est une suite de points de E convergeant
vers un point x € E, alors K = {z} U{z,; n € N} est un compact de E.

La preuve est un exercice instructif. Elle serait plus simple en utilisant la propriété de Borel-
Lebesgue, dont on parlera plus loin. O

Définition 3.1.6 Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’un ensemble A C E est relativement
compact dans E si A est un compact de E.

Par exemple, l'intervalle |0 ; 1] est relativement compact dans R, mais il n’est pas compact.

La définition de la relative compacité se reformule comme suit.

Remarque 3.1.7 Soit (E,d) un espace métrique. Un ensemble A C E est relativement compact
dans E si et seulement si toute suite (x,,) C A posséde au moins une valeur d’adhérence dans E.

Preuve. Si A est relativement compact, alors A est compact, donc toute suite (z,) € A C A possede
au moins une valeur d’adhérence dans A C E. Inversement, supposons que toute suite (x,) C A
posséde au moins une valeur d’adhérence dans E. Soit (z,,) une suite de points de A. Par définition
de l'adhérence, on peut, pour chaque n € N, trouver un point y, € A tel que d(x,,y,) < 27"
Par hypothese, la suite (y,) € A possede une sous-suite (y,,) qui converge vers un point a € E.
Alors a € A puisque les y,, sont dans A, et comme d(z,,,y», ) tend vers 0, la suite (x,,) converge
également vers a. On a donc montré que toute suite (z,,) C A possede une valeur d’adhérence dans
Z, autrement dit que A est compact. O

3.2 Théoréme des compacts emboités

Le résultat suivant est évidemment a comparer au théoreme des fermés emboités 77.

Proposition 3.2.1 Soit (E,d) un espace métrique compact. Si (F,) est une suite décroissante de
fermés non vides de E, alors (,cn Fn # 0. De maniére équivalente, si (F,) est une suite décroissante
de fermés de E telle que (), F, = 0, alors l'un des F,, est déja vide.

Preuve. Pour tout n € N, choisissons un point z,, € F,,. Comme F est compact, la suite (x,) possede
une sous-suite (z,, ) convergeant vers un point z., € E. Pour n € N fixé, on a ny, > n si k est assez
grand, et donc F),, C F),. Ainsi, z,, € F,, pour k assez grand, donc =, = limy x,,, € F), car F, est
fermé. Le point z., appartient donc a tous les F,. O

Corollaire 3.2.2 (théoreme des compacts emboités)
Soit (E,d) un espace métrique. Si (K,) est une suite décroissante de compacts non vides de F,

alors (N, Kn # 0.

Preuve. On applique la proposition a I’espace métrique compact K et aux ensembles F,, = K,, C Ky,
qui sont fermés dans K car compacts. O

Corollaire 3.2.3 Soit (E,d) un espace métrique, et soit O un ouvert de E. Si (K,,) est une suite
décroissante de compacts de E telle que (), K, C O, alors l'un des K, est déja contenu dans O.
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Preuve. On applique le corollaire précédent a K,, = K, \ O. Chaque K, est compact, car fermé
dans le compact K,. O

Comme application du théoreme des compacts emboités, on va démontrer le résultat suivant.

Proposition 3.2.4 (théoreme de Dini)

Soit K un espace métrique compact, et soit (f,,) une suite de fonctions continues sur K, a valeurs
réelles. On suppose que la suite (f,) est monotone, et converge simplement vers une fonction f
continue. Alors la convergence est en fait uniforme.

Preuve. Soit € > 0, et pour n € N, posons

Fo=A{z € K; [fu(x) = f(2)| = €}

Comme f et les f,, sont continues, les F}, sont des fermés de K ; et comme la suite (f,,) est monotone
et a pour limite f, la suite (F},) est décroissante. De plus, on a

() Fo={a; ¥n : |fule) = f(2)] =} =0

neN

puisque la suite (f,,) converge simplement vers f. D’apres le théoreme des compacts emboités, il
existe un entier N tel que Fy = (). Alors F,, = () pour tout n > N. Autrement dit, si n > N, alors
|fu(z) — f(x)| < e pour tout x € K. Cela prouve que la suite (f,,) converge uniformément vers f. 0

Voici enfin une réciproque parfois utile au théoreme des compacts emboités.

Remarque 3.2.5 Soit (E,d) un espace métrique. On suppose que toute suite décroissante de fermés
non vides de E a une intersection non vide. Alors E est compact.

Preuve. Soit (x,) une suite de points de E, et notons vad((z,)) 'ensemble des valeurs d’adhérence
de (z,). On vérifie sans difficulté majeure qu’on a

vad((z,)) = [ {zp; p = n}.

Si on pose F,, = {x,; p>n}, alors les F,, sont des fermés non vides de E et la suite (F),) est
décroissante. Par conséquent, vad((z,)) = ), F» est non vide, ce qui est le résultat souhaité. O

3.3 Fonctions continues sur un compact

Les résultats qu’on démontre ici sont simples mais fondamentaux.

3.3.1 Image continue d’un compact

Théoreme 3.3.1 Soit K un espace métrique compact, et soit F' un espace métrique. St f : K — F
est continue, alors f(K) est un compact de F.
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Preuve. Soit (y,) une suite de points de f(K). Pour tout n € N, choisissons un point z,, € K tel
que f(z,) = y,. Comme K est compact, la suite (x,,) possede une sous-suite (z,, ) convergeant vers
un point z € K. Comme f est continue, y,,, = f(z,,) tend vers y := f(z) quand k tend vers I'infini.
Ainsi, y est une valeur d’adhérence de (y,,) appartenant a f(K). Cela termine la démonstration. O

Voici deux exemples d’utilisation du théoreme 3.3.1. On donnera d’autres applications a la section
suivante.

Le premier exemple montre qu'une bijection continue d’un espace métrique compact sur un espace
métrique est nécessairement un homéomorphisme.

Exemple 3.3.2 Soient E et F deux espaces métriques, avec EE compact. St f : E — F est une
bijection continue, alors f=1 est continue.

Preuve. Posons ¢ = f~1. Si C est un fermé de E, alors C est compact puisque E D'est, donc
g 1(C) = f(C) est compact, et est donc fermé dans F. Cela prouve que g est continue. O

Si E n’est pas supposé compact, alors on ne peut pas conclure a la continuité “automatique”
de f~'. Par exemple, 'application f : [0;27[— T définie par f(t) = ¢ est une bijection continue
de [0; 27| sur T, mais f~! n’est pas continue. En effet, et tend vers 1 quand n tend vers l'infini,
mais f~(ex) = L tend vers 0 et f~!(e =) = 27 — L tend vers 2r.

Le deuxieme exemple montre que la projection d’un fermé d’un espace produit le long d’un compact
est encore un fermé. Ce résultat, plus général que 3.3.1, est souvent utile.

Exemple 3.3.3 Soient E et K deux espaces métriques, avec K compact. Soit également C' une
partie de K X E, et posons

FC={rcE, uecK (ur)cC}.
Si C est fermé dans K x E, alors 3XC est un fermé de E.

Preuve. Il n’est pas difficile de démontrer directement ce résultat, en utilisant seulement la définition
de la compacité : la preuve serait identique a celle de 3.3.1. On va donner ici une démonstration
volontairement “alambiquée”.

Notons 7 : K x E — F la deuxiéme application coordonnée. Par définition, on a 35C = 7(C).
L’application 7 est continue, et possede la propriété suivante : pour tout compact I' C F, I’ensemble
7~ 1(T") est un compact de K x E. En effet, on a7 ~!(T") = K xT', et on verra plus loin qu'un produit de
deux compacts est compact. Soit maintenant (z,,) une suite de points de 3¥C = 7(C') convergeant
vers un point z € E. Alors I' = {z} U {z,; n € N} est un compact de E, donc 7 *(T') est un
compact de K x E d’aprés ce qu’on vient de voir, et donc C' = C'N 7~ HT) également puisque C
est fermé dans K x E. Comme 'application 7 est continue, on en déduit que W(C’) est un compact

de E, et est donc fermé dans E. Comme z,, € 7(C) pour tout n, on a donc = € w(C), et donc
r € m(C) = FEC. Cela prouve que IXC est un fermé de F. O

Remarque 1. Une application f : X — Y entre deux espaces métriques est dite propre si pour
tout compact I' C Y, 'ensemble f~1(T') est un compact de X. La démonstration précédente a en
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fait établi que toute application continue et propre f : X — Y change les fermés en fermés. A titre
d’exercice, on pourra vérifier qu'une application continue f : R? — R* est propre si et seulement si

on a | lﬁm | f(x)]| = oco.

Remarque 2. Si f : K — F est une application continue, alors le graphe de f est un fermé de
K x F, et f(K) = 3%G;. Par conséquent, 3.3.3 est plus général que le théoreme 3.3.1.

3.3.2 Optimisation

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de 3.3.1, mais il est suffisamment important
pour étre énoncé séparément.

Théoreme 3.3.4 St K est un espace métrique compact, alors toute fonction continue f: K — R
est bornée et atteint ses bornes.

Preuve. L’ensemble f(K) est un compact de R, donc il est borné, ce qui prouve que f est bornée,
et fermé, ce qui prouve que f atteint ses bornes. O

Corollaire 3.3.5 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Si f : E — R est une
fonction continue vérifiant lim,)|—o f(x) = 400, alors f est minorée atteint sa borne inférieure.

Preuve. Par hypothese, on peut trouver R > 0 tel que f(z) > 1+ f(0) si [|z[| > R. On a alors
infg f = infp f, ou B est la boule fermée B(0, R). Comme FE est de dimension finie, B est compacte,
donc on peut appliquer 3.3.4. O

Autre preuve. On peut aussi démontrer 3.3.5 directement, sans utiliser 3.3.4. Posons m = inf f €
[—o0; +00], et choisissons une suite () C R strictement décroissante ayant pour limite m. Pour
n € N, posons

K, ={z; f(z) <an}.

Comme f est continue, les K, sont des fermés de £, et ils sont également bornés car lim;||— f(2) =
+00; comme F est de dimension finie, les K,, sont donc compacts. De plus, les K, sont non vides
car a,, > m pour tout n, et la suite (K,) est visiblement décroissante. D’apres le théoreme des
compacts emboités, on a donc (), K, # 0. Il existe ainsi un point = € E tel que f(z) < m, ce qui
prouve en meéme temps que m > —oo, autrement dit que f est minorée, et que f atteint sa borne
inférieure. O

Donnons maintenant quelques illustrations de 3.3.4.
Exemple 0 Si K est un compact de ) := {z € C; Re(z) > 0}, alors il existe ¢ > 0 tel que
Re(z) > e pour tout z € K. Si K est un compact du disque unité ouwvert D C C, alors il existe r < 1

tel que K C D(0,7).

Preuve. Dans le premier cas, la fonction continue f(z) = Re(z) atteint sa borne inférieure sur
K. Dans le deuxieéme cas, on considere f(z) = |z|. O
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Exemple 1 Soit X un espace vectoriel normé, et soit E C X un sous-espace vectoriel de di-
mension finie. Pour tout point a € X, il existe un point x € E tel que ||x — al|| = d(a, E).

Preuve. On applique 3.3.5 a la fonction f : E — R définie par f(x) = ||z — all. O

Exemple 2 Soit O un ouvert de R?. Si K est un compact contenu dans O, alors on peut trou-
ver un ouvert W tel que W est compact et K CW C W C O.

Preuve. Si O = R?, il suffit de prendre pour W une boule ouverte contenant K. Supposons O # R%.
La fonction z +— d(z, R?\ O) est continue et strictement positive sur K. Par compacité, on peut donc
trouver € > 0 tel que d(z, R?\ O) > € pour tout x € K. Posons alors W = {zx € R%; d(z,K) < ¢/2}.
L’ensemble W est ouvert par continuité de ’application distance, et on a K C W C W C O. Enfin,
W est fermé dans RY, et il est également borné car K est borné; par conséquent, W est compact. O

Autre preuve. Voici la preuve “habituelle”, qui utilise la propriété de Borel-Lebesgue (voir la section
3.5). Pour tout point € K, on peut trouver un voisinage ouvert V, de z tel que V, est compact et
contenu dans (2 : il suffit de poser V,, = B(x,r;), o 1, est choisi suffisamment petit. La famille d’ou-
verts (V)zex recouvre le compact K, donc on peut trouver xy,...,x, tels que K C V,, U... UV, ,
et W:=V, U...UV,, convient. O

Exemple 3 Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable en base orthonormée.

Preuve. 11 suffit en fait de montrer que toute matrice symétrique réelle possede au moins une
valeur propre réelle : on conclut ensuite par une récurrence classique.

Soit A € M4(R) une matrice symétrique réelle. Notons || . || la norme euclidienne, ( , ) le produit
scalaire usuel sur R?, et posons

A =sup {(Az,z); [[z||=1}.

La fonction f définie par f(x) = (Ax, ) est continue sur R?, car f(x) est fonction polynomiale des
coordonnées de x. De plus, la sphere unité S = {z; ||z|| = 1} est fermée et bornée dans R?; elle est
donc compacte. Il existe donc un point xy € S tel que (Azg, x9) = A. Si maintenant on note B la
forme bilinéaire symétrique définie par B(x,y) = (Ax — Az, y) et ® la forme quadratique associée,
alors ® est positive par définition de A, et ®(xy) = 0. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

‘B($07 y)’2 < B(I’(), .fIJ'(]) B(y7 y) = 07
et donc B(zg,y) = 0 pour tout y € R?. Autrement dit, on a
(Azo — Azg,y) =0

pour tout y € R%. On en déduit Azg = Axg, donc A est valeur propre de A puisque zg # 0. O

3.3.3 Continuité uniforme

On dit qu'une application f : E — I entre deux espaces métriques est uniformément continue
si elle vérifie la propriété suivante :

Ve>0 30>0 Ve,ye K dgr(z,y) <0=dp(f(x), f(y)) <e.
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Autrement dit, f est uniformément continue si elle est continue et si, pour € > 0 donné, le “) de
continuité” en un point x € E ne dépend pas du point considéré, mais seulement de €.

L’uniforme continuité est en général une propriété strictement plus forte que la continuité : par
exemple, la fonction x — 22 est continue sur R, mais elle n’est pas uniformément continue.

Théoréme 3.3.6 (“théoreme de Heine)
Soient K et F' deux espaces métriques. Si K est compact, alors toute application continue f : K — F
est uniformément continue.

Preuve. Supposons K compact. Fixons € > 0, et pour n € N*, posons

S|

F, = {x €eK; Jye K dz,y) < —etd(f(x),f(y) > 5} :

Comme f est continue, 'ensemble C, = {(z,y) € K x K; d(z,y) < L et d(f(z), f(y)) > €} est
un fermé de K x K. Comme K est compact, on en déduit que chaque F, est un fermé de K : cela
découle de 3.3.3, ou directement de 3.3.1 en observant que F) est I'image du compact C,, par la
premiere projection 7 : K x K — K ; I'ensemble C), est compact car fermé dans K x K, qui est
compact (voir 3.4). De plus, la suite (F},) est décroissante, et on a [, F,, = 0 car f est continue.
Par conséquent, I'un des F;, est déja vide, ce qui signifie exactement que la définition de 'uniforme
continuité est satisfaite avec § = % O

Autre preuve. Supposons K compact, et fixons f : K — F continue. Par 'absurde, supposons
que f ne soit pas uniformément continue. Il existe alors g > 0 et deux suites (z,), (y,) C K tels
que d(zp,y,) tend vers 0 quand n tend vers l'infini, mais d(f(z,), f(y.)) > €o pour tout n € N.
Comme K est compact, on peut supposer que la suite (z,) converge vers un point a € K. Alors
(yn) converge également vers a puisque d(z,, y,) tend vers 0. Comme f est continue en a, les suites
(f(x,)) et (f(yn)) doivent converger toutes les deux vers f(a), et donc d(f(z,), f(yn)) doit tendre
vers 0, ce qui contredit I’hypothese faite. O

Troisieme preuve. On utilise le lemme de Lebesgue 3.5.2. Fixons € > (0. Par hypothese, tout point
z € K possede un voisinage ouvert V, tel que d(f(x), f(y)) < e pour tous z,y € V.. Alors la
famille (V,),ex est un recouvrement ouvert de l'espace métrique compact K. D’apres le lemme de
Lebesgue, on peut trouver > 0 tel que tout ensemble A C K de diametre inférieur ou égal a d est
contenu dans 1'un des V.. Il est clair que ¢ convient. O

Quatriéeme preuve. On utilise le lemme suivant, qui a un intérét propre.

Lemme 3.3.7 Soient (E,d) et (F,d) deuz espaces métriques. Si f : E — F est une application
continue, alors il existe une fonction continue ¢ : Ex]0; 0o[—]0; oo[ vérifiant la propriété suivante :
pour tout x € E et pour tout ¢ > 0, le nombre §(x,¢) est un “6 de continuité” pour f au point x,
associé a .

Admettant provisoirement le lemme, soit f : K — F continue, ou K est un espace métrique
compact, et soit § : K x]0;00[—]0; 00 donnée par le lemme. Pour tout ¢ > 0 fixé, la fonction
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x +— 0(x,e) est continue sur le compact K, donc elle atteint sa borne inférieure, qui est par suite
strictement positive. Ainsi, d(z, ) est minorée par une constante §(g) > 0, ce qui prouve que f est
uniformément continue. O

Preuve du lemme. Soit f : E — F continue. Alors ’ensemble
C={(z,y,¢) € Ex Ex]0;00; d(f(x), f(y)) = €}

est un fermé de E x Ex |0;00], et on a (z,x,e) ¢ C pour tout couple (z,e) € Ex]0;00[. Si on
munit £ x Ex ]0;00[ de la distance p définie par

p((z,y,€), (¢, €')) = max(d(x, 2'), d(y, y'), d(e, &) ,

qui est bien une distance produit, alors
d(z,e) :=dist((x, z,€),C)

est donc strictement positif pour tout (x,e) € Ex ]0;00[. La fonction § : E'x ]0; 0co[—]0; 00| ainsi
définie est continue, et elle convient par définition. En effet, siy € F, alors d(x,y) = p((x, z, ), (z,y,€)).
Par conséquent, si d(x,y) < d(x,¢), alors p((z,x,¢), (z,y,¢)) < dist((z, z,¢),C) et donc (z,y,¢) &
C, autrement dit d(f(z), f(y)) < €. O

Voici un exemple d’utilisation du théoreme 3.3.6.

Corollaire 3.3.8 Si K est un espace métriqgue compact et si F' est un espace vectoriel normé, alors
toute fonction continue f : K — F est limite uniforme de fonctions boréliennes étagées. Si K est
un intervalle compact [a;b] C R, alors toute fonction continue f : [a;b] — F est limite uniforme
de fonctions en escalier.

Preuve. Soit f : K — X continue, et fixons € > 0. Comme K est compact, I'application f est
uniformément continue. On peut donc trouver 6 > 0 tel que || f(s) — f(t)|| < e deés que d(z,y) < 6.
Par précompacité (voir la section 3.6), on peut recouvrir K par des boules By, ..., By de diametre

inférieur & . Si on pose A; = By et A;11 = B\ (Ujgi Bj>, alors les A; forment une partition de K

en boréliens de diametre inférieur a §. Dans le cas on K est un intervalle [a; b], on peut directement
définir une partition de K en intervalles A; de diametre inférieur a ¢ : il suffit de choisir IV assez
grand et de poser A; = [a + (-1 %% a+i ”_Ta] En choisissant un point a; € f(A;) pour chaque

N
A; non vide, la fonction ¢ = >, a;14, est borélienne étagée (en escalier si K = [a;b] et les A; sont
des intervalles), et on a ||¢ — f||e < € par définition de 6. O

3.4 Produits de compacts

3.4.1 Produits finis

Proposition 3.4.1 Si E1, ..., E, sont des espaces métriques compacts, alors ’espace produit E =
Ei x ... x E} est compact.
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Preuve. Par récurrence, il suffit de traiter le cas k = 2. Soit (x,,) une suite de points de E' = E} X Ey;
on éerit x,, = (,(1),2,(2)). Comme E; est compact, la suite (z,,(1)) posséde une sous-suite conver-
gente : on peut donc trouver une sous-suite (/) de (x,) telle que la suite (2], (1)) converge dans
E,. De méme, comme FE, est compact, on peut trouver une sous-suite (z) de () telle que la suite
(7(2)) converge dans FEj ; alors la suite (z!/(1)) converge dans E car elle est extraite de (z],(1)).
Ainsi, la suite (z])) converge “coordonnée par coordonnée”, autrement dit converge dans 'espace

produit FE. O

Voici une application de ce résultat .

Proposition 3.4.2 Si K est un compact de RY, alors l’enveloppe convere de K est encore un
compact.

Preuve. Rappelons que I’enveloppe convexe de K, notée conv(K) est le plus petit convexe de
R? contenant K ; de maniere équivalente, conv(K) est 'ensemble de tous les points z € R? qui
s’écrivent sous la forme .
=Y N,
i=1

ol les points z; appartiennent a K, les \; sont positifs et > 1" \; = 1. Par exemple, l'enveloppe
convexe de 3 points A, B, C dans R? est le triangle ABC. A priori, on autorise des “combinaisons
convexes” ol l'entier m peut étre arbitrairement grand. Cependant, d’apres le théoreme de Ca-
rathéodory, il suffit dans R? de se restreindre & des combinaisons convexes de seulement d + 1
points : un point x est dans I'enveloppe convexe de K si et seulement si il est combinaison convexe
de d 4+ 1 points de K (ces points pouvant bien stur dépendre de x).

Posons alors
_ d+1
A= {)\: <)\1;---7)\d+1) € [0,1]d, Z)\Z — 1} ,
i=1

et définissons ® : A x K% par
dt1

i=1

L’application ® est continue, et on a ®(A x K4!) = conv(K) d’apres le théoréme de Carathéodory.
Comme A est compact (car fermé borné dans R et K également, 1'espace métrique A x K+
est compact, donc conv(K) = ®(A x K91) est compact. O

3.4.2 Produits dénombrables; procédé diagonal

Le résultat suivant est un cas particulier du Théoreme de Tikhonov. Il est d'une grande utilité, et
le principe de “diagonalisation” qui est a la base de la démonstration est également tres important.

Théoréme 3.4.3 (Tikhonov)
Soit (K;)ien une suite d’espaces métriques compacts, et soit K = [[,.n K. Si (xy,) est une suite de
points de K, alors (z,) posséde une sous-suite qui converge “coordonnée par coordonnée”.
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Preuve. On écrit chaque point z € K sous la forme = = (x(0),x(1),...). Soit (z,) une suite de
points de K. Comme K| est compact, la suite (z,(0)) possede une sous-suite convergente : on peut
donc trouver un ensemble infini Ny C N tel que la suite (2,(0))nen, converge dans Ky vers un
certain point z(0). De méme, la suite (z,(1))nen, possede une sous-suite convergente puisque K
est compact, donc on peut trouver un ensemble infini N; C Nj tel que la suite (z,(1)),en, converge
dans K ; alors la suite (2,(0))nen, est également convergente, car elle est extraite de (2,(0))nen,-
Par récurrence, on voit qu’on peut construire une suite décroissante (Ny) de parties infinies de N
telle que la propriété suivante ait lieu : pour tout k£ € N et pour tout ¢ < k, la suite (z,(7))nen,
converge dans K; vers un certain point z(i). Choisissons nyg € Ny et définissons une suite (ny) par
la récurrence
N1 = min{n € Nyy1; n > ng},

ce qui est possible car les ensembles IN; sont infinis. Alors (ny) est strictement croissante et 1y € Ny,
pour tout k. Pour i € N fixé, on a ny € N; pour tout k > i car N, C N;, donc la suite (2, (7))ken
est “extraite de (z,(7))nen, & partir d’'un certain rang”. Par conséquent, (x,, (i))ren converge vers
x(i) pour tout i € N; autrement dit, la suite (z,,) converge “coordonnée par coordonnée” vers
x = (x(0),2(1),...) € K. O

On utilisera plusieurs fois la conséquence suivante du théoreme de Tikhonov. Introduisons d’abord
une définition : soit (f,,) est une suite de fonctions définies sur un ensemble 7', a valeurs dans K ; on
dit que la suite (f,,) est simplement bornée si pour tout ¢ € T, la suite (f,(¢)) est bornée dans
K.

Corollaire 3.4.4 Soit T un ensemble, et soit (f,) une suite de fonctions sur T, a valeurs dans K.
On suppose que la suite (f,) est simplement bornée. Si D est une partie dénombrable de T, alors
(fn) posséde une sous-suite (f,,) telle que (fn,(t)) converge dans K pour toutt € D.

Preuve. Ecrivons D = {t;; i € N}. Par hypothese, pour tout ¢ € N, il existe une constante M,
telle que |f.(t;)] < M; pour tout n € N. Posons alors K; = {z € K; |2| < M;}, i € N, et
z, = (fulto), fu(t1),...) € I, K;. Les K, sont compacts, et en appliquant le théoreme de Tikhonov
a (x,), on obtient directement le résultat souhaité. O

Remarques

(1) Si (E;,d;)ien est une suite d’espaces métriques, il est possible de munir l’espace produit £ =
[Licy £ d'une distance pour laquelle les suites convergentes sont exactement les suites qui convergent
“coordonnée par coordonnée”. Par exemple, on peut poser

d(e,y) = Y27 min(Ldi(2(0) y(0)

La topologie produit de E est alors bien définie, et le théoreme de Tikhonov s’énonce tres simple-
ment : si (K;) est une suite d’espaces métriques compacts, alors K =[], K; est compact.

(2) 11 est également possible de définir une topologie produit raisonnable sur un produit arbitraire
d’espaces topologiques E/ = [[..; £, et on verra a la section suivante que la notion de compacité
a également un sens dans un espace topologique général. Dans ce cadre élargi, le théoreme de
Tikhonov est vrai en toute généralité : tout produit de compacts est compact.
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(3) Le corollaire 3.4.4 vaut plus généralement pour des fonctions f, : 7' — F a valeurs dans un
espace vectoriel normé F' de dimension finie.

3.5 Propriété de Borel-Lebesgue

Soit E' un espace métrique. On dit qu'une famille (O;);c; de parties de E est un recouvrement
de E si |J,c; O;s = E. Un recouvrement (O;);es est dit ouvert si tous les O; sont des ouverts de E.
Un sous-recouvrement d’'un recouvrement (O;);e; est un recouvrement de la forme (O;);cs, ou
J C I. On dit qu'un recouvrement (O;);cr est fini si 'ensemble d’indices I est fini.

Exemples

(1) Si, pour tout z € E, on choisit un voisinage ouvert V,, de = dans E, alors la famille (V) est
un recouvrement ouvert de E. Cet exemple est tautologique, mais c¢’est presque toujours de cette
fagon que 'on “construit” des recouvrements ouverts.

(2) Si D est une partie dense de E, alors, pour tout € > 0, la famille (B(z,¢)).cp est un recouvre-
ment ouvert de F.

Le théoreme suivant est fondamental.

Théoreme 3.5.1 Pour un espace métrique E, les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) E est compact.
(2) Tout recouvrement ouvert de E posséde un sous-recouvrement fini.

La propriété (2) porte le nom de propriété de Borel-Lebesgue. Il faut noter que cette propriété
est définie uniquement en termes de la topologie de E. Cela permet de donner un sens a la notion
de compacité dans un espace topologique non nécessairement métrique. Il est tres instructif de s’as-
treindre a demontrer certains résultats des sections précédentes (compacts et fermés, image continue
d’un compact, produit de deux compacts) en utilisant uniquement la propriété de Borel-Lebesgue.

Preuve de I'implication “(2) entraine (1)”. Supposons la propriété (2) vérifiée. D’apres 3.2.5, pour
montrer que E est compact, il suffit de montrer que si (F,,) est une suite décroissante de fermés de
E telle que (N, F, = 0, alors 'un des F), est vide; fixons une telle suite (F,). Posons O,, = E'\ F,,.
Comme (), F, =0,onal, O, = E; par conséquent, la famille (O,,),en est un recouvrement ouvert
de E. D’apres (2), on peut trouver un ensemble fini J C N tel que {J,,.; O, = E. Comme de plus la
suite (O,,) est croissante, on a alors Oy = F, ou N est le plus grand élément de J. Ainsi, Fy = 0,
ce qui termine la démonstration. 0.

Pour la preuve de la deuxieme implication, on a besoin de deux lemmes.

Lemme 3.5.2 (lemme de Lebesgue)

On suppose E compact. St (O;);er est un recouvrement ouvert de E, alors il existe un nombre € > 0
tel que la propriété suivante ait lieu : tout ensemble A C E de diametre inférieur a € est contenu
dans l'un des O;.

Preuve. On raisonne par ’absurde. Si un tel ¢ n’existe pas, alors on peut, pour tout n € N, trouver
un ensemble A,, C F de diametre inférieur a 27" et qui ne soit contenu dans aucun O;. Choisissons
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pour tout n» € N un point z,, € A,. Comme E est compact, la suite (x,) possede une sous-suite
(xn,) qui converge vers un point z € E. Comme les O; recouvrent E, on peut trouver iy € I tel que
x € O;,. Comme O;, est ouvert, on peut trouver € > 0 tel que B(z,¢) C O,,. Pour k assez grand, on
ax,, € B(r,e/2)etdiam(A,,) <e/2,don 4,, C B(x,e) C Oy, : cela contredit le choix de A,,. O

Lemme 3.5.3 Si (E,d) est compact, alors, pour tout € > 0, on peut recouvrir E par un nombre
fini de boules ouvertes de rayon €.

Preuve. Fixons € > 0. On raisonne par contraposée en supposant que la conclusion n’est pas vraie.
Soit xy € E : la boule B(zy, ) ne recouvre pas E, donc on peut trouver un point x; € E'\ B(xg, ¢),
autrement dit un point x; € E tel que d(xg,z1) > €. Par hypothese, B(zg,e) U B(z1,£) ne re-
couvre pas F, donc on peut trouver un point z5 € E \ (B(zg,¢) U B(x1,¢)), autrement dit vérifiant
d(xq,x;) > € pour tout ¢ < 2. Par récurrence, on voit qu’on peut construire une suite (z,,) C E telle
que d(z,,x;) > € sii < n. On a ainsi d(z,, x,) > € deés que p # ¢, ce qui montre que la suite (z,,)
ne possede aucune sous-suite convergente. Par conséquent, E n’est pas compact. O

Preuve de I'implication “(1) entraine (2)”. Supposons E compact, et soit (O;);c; un recouvrement
ouvert de E. D’apres le lemme 3.5.2, on peut trouver € > 0 tel que tout ensemble de diametre
inférieur a 3¢ est contenu dans I'un des O;, et d’apres le lemme 3.5.3, on peut trouver des boules
ouvertes By, ..., B, de rayon ¢ telles que E = [J;" By. Pour tout k£ € {1;...;m}, la boule By est
de diametre inférieur a 3e, donc on peut choisir un indice ¢, € I tel que By € O;,. Si on pose
J ={i1;...;in}, alors J est fini et J,.; O; = E. Cela termine la démonstration. O

Corollaire 3.5.4 Soit E un espace métrique. Un ensemble A C E est compact si et seulement la
propriété suivante a liew : pour toute famille (O;)ier d’ouverts de E telle que A C |, O;, on peut
trouver un ensemble fini J C I tel que A C U]EJ 0;.

Preuve. Cela vient du fait que les ouverts de A sont exactement les ensembles du type O N A, ou O
est un ouvert de FE. 0

3.5.1 Idéaux maximaux de C(K)

Comme illustration de la propriété de Borel-Lebesgue, on va déterminer les idéaux maximaux de
I'anneau commutatif C(K) = C(K,R), ou K est un espace métrique compact.

Rappelons qu’un idéal d’un anneau commutatif (A, +, .) est une partie I de A vérifiant les propriétés

suivantes :

e [ est un sous-groupe additif;
e pour tout a € A,onaal CI.

On dit qu’un idéal I C A est maximal si [ # A et si [ n’est strictement contenu dans aucun idéal

J 4 A

Soit K un espace métrique compact. Pour tout point a € K, I’ensemble

lo={f € C(K); f(a) =0}
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est visiblement un idéal de I'anneau C(K), et I, # C(K). De plus 1, est également maximal. En
effet, si J est un idéal de C(K') contenant strictement I,, alors il existe une fonction g € J telle que

g(a) # 0. Pour toute fonction f € C(K), la fonction u = f — ;ézg g appartient a I,, donc a J, et par

conséquent f = u + 58)) g € J :ainsi, on a J = C(K).

Proposition 3.5.5 Tout idéal mazimal de C(K) est de la forme 1,, pour un certain point a € K.

Preuve. 11 suffit de montrer que tout idéal I # C(K) est contenu dans un certain /,, autrement dit
que si [ est un idéal de C(K) et I # C(K), alors il existe un point a € K tel que toutes les fonctions
de I s’annulent en a.

Soit I un idéal de C(K). On raisonne par contraposée en supposant que pour tout point = € X,
il existe une fonction f, € I telle que f,(z) # 0 : on doit alors montrer que I = C(K). Pour tout
xr € K, la continuité de f, permet de trouver un voisinage ouvert V, de = tel que f, ne s’annule
pas sur V,. La famille (V,),ex est un recouvrement ouvert du compact K, donc on peut trouver
T1,...,T, tels que K = UT V. Posons V; = V,.. et f; = f,,. Alors la fonction

f=_1
=1

appartient a I. De plus, f ne s’annule pas sur K : si x € K, alors x est dans un certain V;, et on a
donc f(z) > fi(x)? > 0 car f; ne s’annule pas sur V;. Ainsi, la fonction f est inversible dans C(K)
et appartient & I'idéal I : cela prouve que I = C(K). O

3.6 Précompacité

Un espace métrique (E,d) est dit précompact si, pour tout ¢ > 0, on peut recouvrir £ par un
nombre fini d’ensembles de diameétre inférieur a . Une partie A de E est dite précompacte pour d
si 'espace métrique (A, d) est précompact.

Les remarques suivantes sont tres simples mais importantes.

Remarque 3.6.1 Pour un espace métrique (F,d), les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) (E,d) est précompact;
(2) Pour tout € > 0, on peut recouvrir E par un nombre fini de boules ouvertes de rayon €.

Preuve. 11 est clair que (2) entraine (1) (en prenant /3...) Pour la réciproque, il suffit de remarquer
que si A est un ensemble de diametre (strictement) inférieur a € et si on on choisit un point a € A,
alors A C B(a,¢). O

Un nombre € > 0 étant donné, on dit qu'un ensemble R C FE est un e-réseau pour un ensemble
ACFEsionaAC UxeR B(x,€), autrement dit, si pour tout point # € E, on peut trouver un point
z € R tel que d(z,z) < e. Par exemple, si a < V2¢e, alors aZ? est un e-réseau pour R,

Remarque 3.6.2 Soit (E,d) un espace métrique. Pour une partie A de E, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

51



(1) A est précompacte pour d ;
(2) Pour tout € > 0, A posséde un e-réseau fini;
(3) Pour tout € > 0, A posséde un e-réseau fini formé de points de A.

La preuve est laissée en exercice.

Remarque 3.6.3 Une partiec A d’un espace métrique (E,d) est précompacte si et seulement si A
est précompacte.

Preuve. 1l est clair que si A est précompacte, alors A également puisque A C A. Pour la réciproque,
il suffit d’observer que si A C | J|" C;, alors A C [J}" C}, et qu’on a diam(C;) = diam(C}). O

Proposition 3.6.4 Tout espace métrique compact est précompact.

Preuve. Si (E, d) est un espace métrique compact et si € > 0 est donné, alors la famille (B(x,¢)).cp
est un recouvrement ouvert de E. Le résultat découle donc de la propriété de Borel-Lebesgue. 0O

Corollaire 3.6.5 Toute partie relativement compacte d’un espace métrique est précompacte.

Proposition 3.6.6 Tout espace métrique précompact est séparable.

Preuve. Supposons (E, d) précompact. Pour tout n € N, on peut recouvrir £ par un nombre fini de
boules ouvertes de rayon 27", autrement dit on peut écrire £ = |J,.p B(a,27"), ot D, C E est
un ensemble fini. Alors D = |J,, D,, est dénombrable, et on vérifie sans difficulté que D est dense
dans E. O

Corollaire 3.6.7 Tout espace métrique compact est séparable.

Remarque. A titre d’exercice, on pourra montrer qu'un espace métrique (F,d) est séparable si et
seulement si il vérifie la propriété suivante : pour tout € > 0, on peut recouvrir E par une famille
dénombrable de boules ouvertes de rayon ¢.

Le résultat suivant est fondamental et montre I'importance de la notion de précompacité.

Théoréme 3.6.8 Pour un espace métrique (E,d), les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) E est compact;
(2) (E,d) est précompact et complet.

On a déja montré qu'un espace métrique compact est précompact et complet. Pour la réciproque,
il suffit manifestement de démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.6.9 Un espace métrique est précompact si et seulement si toute suite (x,) C E posséde
une sous-suite de Cauchy.
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Preuve. Supposons F précompact, et fixons une suite (x,) C E. Par précompacité, on peut recouvrir
E par un nombre fini d’ensembles de diametre inférieur & 27°. L’un au moins de ces ensembles, noté
Ep, contient une infinité de termes de la suite (z,,) ; on dispose donc d’'un ensemble infini Ny C N tel
que x, € Ey pour tout n € Ny. Par récurrence, on construit une suite décroissante (Fy) de parties
de F et une suite décroissante (Nj) de parties infinies de N vérifiant les propriétés suivantes : Ej,
est de diametre inférieur a 27%, et ,, € Ej, pour tout n € Nj. Par “diagonalisation”, on peut donc
construire une suite d’entiers strictement croissante (ny) telle que z,, € Ej si i > k. Pour p < ¢, on
a alors x,,, T, € I, car E, C E,, et donc d(z,,, z,,) < diam(£,) = 27P. Cela montre que la suite
(2, ) est de Cauchy.

Pour la réciproque, dont on n’a pas besoin pour démontrer “(2) entraine (1), il suffit d’examiner
la preuve du lemme 3.5.3. O

Corollaire 3.6.10 Si(E,d) est un espace métrique complet, alors les parties précompactes de (E, d)
sont exactement les parties relativement compactes de E.

Preuve. Si A C E est précompacte pour d, alors A est précompacte, et complete pour d car fermée
dans F ; par conséquent, A est relativement compacte dans E. La réciproque a déja été démontrée.

3.6.1 Enveloppe convexe d’un compact

Rappelons que si X est un espace vectoriel normé, alors ’enveloppe convexe fermée d’'un en-
semble A C F, notée conv(A), est le plus petit convexe fermé de X contenant A. On voit facilement
que I'enveloppe convexe fermée de A est I’adhérence de I’enveloppe convexe de A :

conv(A) = conv(A).

En général, 'enveloppe convexe d'un compact K C X n’a aucune raison d’étre compacte si X est
de dimension infinie. On a cependant le résultat suivant.

Proposition 3.6.11 Soit X un espace de Banach. Si K est un compact de X, alors conv(K) est
encore un compact.

Preuve. On veut montrer que conv(K) est relativement compact dans X. Comme X est un espace
de Banach, il suffit de montrer que conv(K) est précompact. Fixons ¢ > 0.
Comme K est compact, il est précompact. Soit R un e-réseau fini pour K. Comme R est fini,
I'ensemble C' = conv(R) est un compact de X : en effet, si on note d le nombre d’éléments de R
et si on pose A = {X = (Ar,...,\a) € [0;1]% 27\ = 1}, alors C est I'image du compact A x R?
par I’application continue ® définie par ®(\,z) = Z‘f Aix;. Soit S un e-réseau fini pour C. On va
montrer que S est un 2e-réseau pour conv(K), ce qui achevera la démonstration.
Soit x € conv(K). Par définition de I'enveloppe convexe, on peut écrire x comme combinaison
convexe de points de K :

m

r = Z )\zxz s
1

ou les \; sont positifs, > . A; = 1, et les points x; appartiennent a K. Pour tout ¢ € {1;...;m}, on
peut trouver un point u; € R tel que ||u; — z;|| < €, puisque R est un e-réseau pour K. Alors le
point Z = >, \ju; appartient a C, et on a ||Z — z|| < >, Nil|u; — z4]| < e. Comme S est un e-réseau
pour C, on peut trouver un point v € S tel que |[v — Z|| < €. On a alors |[v — z|| < 2¢. O
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3.6.2 Reégularité des mesures

Rappelons le résultat suivant de théorie de la mesure.

Proposition 3.6.12 Soit (E,d) un espace métrique, et soit i une mesure borélienne positive finie
sur E. Pour tout borélien A C E, on a

p(A) = inf {u(0); O ouvert, O D A} = sup{u(F); F fermé, FF C A}

La preuve consiste a montrer que I’ensemble des boréliens A vérifiant les deux propriétés précédentes
est une tribu, et que tout ouvert de E vérifie ces deux propriétés. La preuve du premier point n’est
pas tres difficile, et pour le deuxieme point, il suffit d’observer que tout ouvert O C E est réunion
dénombrable de fermés : si O est ouvert, alors

O={z€E; dx,E\O)>0}=|J{z dz E\0O)>27"}.

neN

Comme application de la notion de précompacité, on va démontrer le résultat suivant.

Proposition 3.6.13 Soient (F,d) un espace métrique complet séparable, et jn une mesure borélienne
positive finie sur E. Pour tout borélien A C E, on a

pu(A) =sup {u(K); K compact, K C A}.

Preuve. Traitons d’abord le cas A = E. Fixons € > 0 : on cherche un compact K C F tel que
u(K) > u(E)—e. Posons Fy = E. Comme E est séparable, on peut trouver une famille dénombrable
(z:)ier telle que E = |J,.; B(x;,27"). Comme p est une mesure et p(E) < 0o, on peut trouver un
ensemble fini J C I tel que p(U,o; B(zi,271€)) > p(E) —27'e. Posons Fy = {J,.; B(x;,27'¢). Alors
Fy est fermé en tant que réunion de fermés, on a u(Fy) > u(E)—271e, et on peut recouvrir F; par un
nombre fini de boules de rayon 27 1. On réapplique le raisonnement précédent & Iy, qui est séparable,
et ainsi de suite. On construit ainsi une suite décroissante (F,,) de fermés de F vérifiant les propriétés
suivantes : u(Fy,41) > u(F,) — 2771 et F, est recouvrable par un nombre fini de boules de rayon
27" Posons alors K = (), F},. L’ensemble K est un fermé de E car intersection de fermés, et on a
tout fait pour qu’il soit précompact. Comme E est supposé complet, K est donc un compact de E.
De plus, on a pu(F,) > u(E) =7 2 % pour tout n > 1, et donc pu(K) = lim, o u(Fy,) > u(E) —e.
La démonstration est donc terminée dans le cas ou le borélien A est égal a E.

Dans le cas général, on commmence par choisir un fermé F C A tel que pu(F) > pu(A) — . Alors
I'espace métrique (F,d) est complet (car F' est fermé dans F) et séparable, donc on peut appliquer
ce qui précede : il existe un compact K C F' tel que p(K) > p(F)—e. On a ainsi u(K) > p(A) —2e,
ce qui termine la démonstration. O

Remarque 3.6.14 La proposition précédente reste valable si on suppose seulement que la mesure
1 est o-finie.

La preuve est laissée en exercice. O
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3.7 Théoréme de Riesz

On a vu au tout début du chapitre que dans un espace vectoriel normé de dimension finie, tous les
ensembles fermés bornés sont compacts. Le résultat suivant montre que cela est toujours faux en
dimension infinie.

Théoréme 3.7.1 (théoreme de Riesz)
Soit X un espace vectoriel normé. Si la boule unité de X est compacte, alors X est de dimension

finie.
On va donner deux démonstrations de ce théoreme. La premiere repose sur le lemme suivant.

Lemme 3.7.2 (lemme de Riesz)
Soit X un espace vectoriel normé, et soit E un sous-espace vectoriel fermé de X, avec E # X.
Pour tout € > 0, on peut trouver un point x € X tel que ||z|| =1 et d(z, F) > 1 —¢.

Preuve. Fixons € > 0. Fixons également o > 0 et un point ¢ € X \ £. Comme E est fermé dans
X, le nombre d(a, F) est strictement positif, et on peut donc trouver un point u € E tel que
lla —u]| < (1 + a)d(a, E). Posons alors z = “=%. On a ||z|| = 1. De plus, comme u € FE et

[la—ul|”
comme F est un espace vectoriel, on a d(A(a — u), E) = Ad(a, F) pour tout A > 0. On en déduit
d(z, E) = m x d(a, E), et donc d(z, E) > 14+a Par conséquent, le point x convient si « est choisi
assez petit. O

Remarque. Si E est de dimension finie, on peut en fait trouver un point x € X tel que ||z|| =1 et
d(z, F) = 1. La preuve est la méme que plus haut, en remarquant qu’il existe un point u € F tel
que [[u - al| = d(a, E).

Premiére preuve du théoréme de Riesz. On raisonne par contraposée en supposant X de dimension
infinie. Soit xy € X vérifiant ||zo|| = 1. Alors Ey = Vect(z) est un sous-espace vectoriel fermé de
X (car il est de dimension finie), et on a Ey # X car X est de dimension infinie. D’apres le lemme
de Riesz, on peut donc trouver un point z; € X tel que ||z1|| = 1 et d(xy, Ey) > 1/2; en particulier,
on a ||z; — xo|| > 1/2. On pose alors F; = Vect(xg, 1), et on réapplique ce raisonnement avec £
au lieu de Fy, ce qui donne un point xs € X tel que ||z3|| = 1 et ||xe — z4|| > 1/2 pour i = 0, 1. Par
récurrence, on voit ainsi qu’on peut construire une suite (z,) C X telle que ||z,|| = 1 pour tout n
et ||z, — x| > 1/2si ¢ <n. On a alors ||z, — z,|| > 1/2 dés que p # ¢. La suite (x,) est donc une
suite de points de la boule unité By qui ne possede aucune sous-suite convergente (en fait, aucune
sous-suite de Cauchy). Par conséquent, Bx n’est pas compacte. O

Pour la deuxieme preuve du théoreme de Riesz, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.7.3 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie d sur R. Pour N € N* donné,
il faut au moins N boules de rayon 1/N pour recouvrir la boule unité de E.

Preuve. Soit By, ..., By des boules de rayon 1/N recouvrant la boule unité B : il faut montrer
quon a k > N¢ Comme les boules B; recouvrent a fortiori By, on peut supposer que les B; sont
des boules fermées.

Notons m “la” mesure de Lebesgue sur E : de facon précise, on fixe une base de F, et on note m
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la mesure sur E obtenue a partir de la mesure de Lebesgue sur R? en identifiant £ & R via cette

base. Comme By C |J, B;, on a
k

m(Bg) <> m(B).
i=1
De plus, chaque boule B; est une translatée de la boule % Bg. On a donc m(B;) = m (— BE) =
~2 m(Bg) pour tout i € {1;...;k}, et par conséquent

m(Bp) < % m(Bp).

Comme m(Bg) # 0, cela termine la démonstration. O

Deuxiéme preuve du théoreme de Riesz. Supposons que la boule unité de X soit compacte. Alors
By est précompacte, donc on peut la recouvrir par un nombre fini de boules de rayon 1/2; on note
x1,...,T les centres de ces boules. Si E est un sous-espace vectoriel de X de dimension finie et
contenant x1, ..., Ty, alors Bp C By, donc B est recouverte par les ensembles B; = BpNB(z;,1/2),
qui sont des boules de £ de rayon 1/2. D’apres le lemme précédent, on a donc 29™(F) < k. autre-
ment dit dim(E) < M = EZ—ZI;. Ceci étant vrai pour tout sous-espace vectoriel de X de dimension
finie contenant x1, ..., T, on en déduit que X lui-méme est de dimension finie d < M. O

Remarque 3.7.4 On a en fait montré que si la boule unité de X est précompacte, alors X est de
dimension finie.
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Chapitre 4

Applications linéaires continues

4.1 Critére de continuité

Pour une application linéaires entre deux espaces vectoriels normés, la continuité se caractérise de
maniere tres simple.

Théoreme 4.1.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Pour une application linéaire
T:FE — F, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) T est continue.

(2) Il existe une constante C' < oo telle que ||T(x)|| < C||z|| pour tout x € E.

Preuve. Supposons 7' continue, donc en particulier continue en 0. Comme 7°(0) = 0, la définition
de la continuité appliquée avec € = 1 montre qu’il existe § > 0 tel que ||T'(y)|| < 1 pour ||y|| <.
En posant y = (5@ et en utilisant la linéarité de T, on en déduit que pour tout x # 0, on a

|T(2)]| < 3|]||. Cette inégalité est encore valable pour z = 0, donc (2) est vérifiée avec C' = 3.
Inversement, si (2) est vérifiée, on a ||T(x) — T(y)|| = ||T(z — y)|| < C'||z — y|| pour tous z,y € E.
Cela prouve que T est lipschitzienne, et donc continue. O

Corollaire 4.1.2 En dimension finie, toutes les applications linéaires sont continues. De facon
précise, si B est un espace vectoriel normé de dimension finie et si F' est un espace vectoriel normé,
alors toute application linéaire T : EE — F est continue.

Preuve. Par équivalence des normes, on peut se ramener au cas o E = (K% || . ||o). Notons
. . d
(e1,...,eq) la base canonique de K% Si z = >_{ z;e; € E, alors

IT(2)]] = HZ%T(%)H
<D lal [IT(e)]|

i=1

< (ZHT(&)H) X []]oo -
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Par conséquent, le critere de continuité est satisfait avec C' =, ||T'(e;)]|. O

De la preuve de 4.1.1, on déduit également le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.3 Une application linéaire est continue si et seulement si elle est continue en 0. 1]
revient encore au méme de dire que T est bornée sur la boule B(0,0), pour un certain § > 0. Si tel
est le cas, alors T est en fait lipschitzienne, et elle est donc bornée sur toute partie bornée de E.

Dans les cas des formes linéaires, on dispose d’un autre critere de continuité, parfois utile.

Proposition 4.1.4 Soit E un espace vectoriel normé. Une forme linéaire ® : E — K est continue
si et seulement si son noyau est fermé dans E.

Preuve. Si ® est continue, alors Ker(®) = ®71({0}) est fermé dans F. Inversement, supposons que
® ne soit pas continue. Alors ® n’est pas bornée sur la boule unité de E, donc on peut trouver
une suite (x,) C F telle que ||z,|| < 1 et |®(x,)| > 2" pour tout n € N. En posant y, = B
on a alors ®(y,) = 1 et ||y,|| < 27™. Soit a € E tel que ®(a) = 1. Pour tout n € N, on a alors
a — vy, € Ker(®). Comme y, tend vers 0, on en déduit que a est adhérent a Ker(®) : cela prouve

que Ker(®) n’est pas fermé dans E puisque a ¢ Ker(®). O

Corollaire 4.1.5 Si ® est une forme linéaire non continue sur un espace vectoriel normé E, alors
Ker(®) est dense dans E.

Preuve. Si ® n’est pas continue, alors Ker(®) n’est pas fermé, donc Ker(®) est un sous-espace
vectoriel de E contenant strictement Ker(®). Comme Ker(®) est un hyperplan (un sous-espace de
codimension 1), on a donc Ker(®) = E. O

4.1.1 L’espace normé L(E,F)

Si (E,||.||g) et (F,]||.||r) sont deux espaces vectoriels normés, on note L(F, F') 'espace vectoriel
constitué par toutes les applications linéaires continues de E dans F'. Lorsque E = F', on écrit L(E)
au lieu de L(E, E).

SiT € L(E, F), alors, d’apres le théoreme précédent, on peut poser

T
||T||:sup{m; r €L, x#()} .
1Edir

Par homogénéité des normes, on a également

T = sup {[|T(@)]r; [[z]]e = 1} = sup {[[T(2)][r; [lx]lp <1} -

Notons enfin que ||T|| est en fait la constante de Lipschitz de T : cela découle du fait qu’on a
T (z = y)ll = [[T(x) = T(y)|| pour z,y € E.

Avec cette notation, le théoreme 4.1.1 se reformule comme suit :
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Théoréme 4.1.6 Soit C € RT. Pour une application linéaire T : E — F, les propriétés suivantes

sont équivalentes :
(1) ||T(x)|| < C||z|| pour tout x € E ;
(2) T est continue et ||T|| < C.

La preuve du résultat suivant est laissée en exercice

Proposition 4.1.7 L’application || . || définie plus haut est une norme sur l’espace vectoriel L(E, F).
On dit que || . || est la norme subordonnée aux deuz normes || . ||g et || . ||F

En général, lorsqu’on veut montrer qu’'une application linéaire est continue et calculer sa norme,
on procede en deux étapes : on commence par majorer la norme, ce qui se fait souvent assez
mécaniquement, puis on essaye de la minorer, ce qui peut étre plus délicat.

Le résultat suivant montre que les normes d’opérateurs se comportent bien vis a vis de la com-
position.

Proposition 4.1.8 Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés. Si S € L(E,F) etT € L(F,G),
alors TS :==T oS € LIE,G) et ||TS|| <||T||||S]|-

Preuve. T'S est linéaire, et pour € E, on a ||[T'S(x)|| < [|T|[|S(@)|| < ||T]|||S]|]]z]]- O

Corollaire 4.1.9 Si T € L(E,E), alors ||T"|| < ||T||" pour tout n € N.
Corollaire 4.1.10 L’application (S,T) +— TS est continue sur L(E, F) x L(F,G).

Preuve. Si S, tend vers S et T,, tend vers T', alors les inégalités

| TwSn = TSI < |Ta (S = S| + [[(Tn — T)S]]
< Tl 1[50 = SI+ [ISTHITn = T]

prouvent que 7,5, tend vers T'S, car la suite (7},) est bornée. O

Théoreme 4.1.11 Soient E et F deux espaces vectoriels normés. On suppose que l’espace F est
complet. Alors l'espace L(E, F) est complet.

Preuve. Soit (T,,) une suite de Cauchy dans L(F, F'). Pour x € E fixé et p,q € N, on a
1 Ty(x) — Tp(@)|| < [|Tg — Tpl| []=]] -

Par conséquent, la suite (7,,(z)) est de Cauchy dans 'espace de Banach F. Elle est donc convergente
dans F, et on peut poser T'(z) = lim,_ T;,(z). L’application 7' : E — F' ainsi définie est linéaire
car les T}, le sont. De plus, la suite (7},) est bornée dans L(E, F') puisqu’elle est de Cauchy. Si on pose
M = sup, ||T,||, alors ||T,.(z)|| < M ||z|| pour tout z € E et pour tout n, d’ou ||T'(z)|| < M ||z||
pour tout x € E. Cela prouve que T est continue. Enfin, si z € E et n € N, alors

(Tq = Ta) (@) < [[Tq = Tl ]| < n |||

pour tout ¢ > n, ot on a posé &, = SUP,>,, ||T, — T,||. On en déduit ||(T" — T,)(z)|| < e, ||x|| pour
tout x € E, dou ||T — T,|| < ,. Comme ¢, tend vers 0 puisque la suite (7},) est de Cauchy, cela
prouve que 7T,, tend vers T pour la norme de L(E, F). O
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Corollaire 4.1.12 Si E est un espace vectoriel normé, alors L(E,K) est un espace de Banach.

Voici deux exemples d’application du théoreme précédent.

Exemple 1 Soit X un espace de Banach. St T € L(X) vérifie ||T|| < 1, alors Id — T est in-
versible dans L(X), et

(Id-T)"' =) "T*,
k=0

ot la série converge en norme dans L(X).

Preuve. La série Y. T* est absolument convergente car ||T%|| < ||T||* et ||T|| < 1; elle est donc
convergente dans £(X), puisque cet espace est complet. Si on pose S = Y "T* et S, = > 7 T*
alors on a S,(Id — T) = Id — T""' = (Id — T)S,, pour tout n € N. Comme T™"! tend vers 0 et
comme le produit est continu sur £(X) x £(X), on en déduit S(Id —T) = Id = (Id—T)S. Cela
prouve que Id — T est inversible dans £(X), d’'inverse S. O

Exemple 2 Soit X un espace de Banach. Si T € L(X), alors on peut définir 'exponentielle

de lopérateur T' par la formule

Ty

0

ot la série converge dans L(X).

i oo ||T™]| oo |[T]|" _ _||T
I converge absolument car Yo" A < S0 L = el < oo O

Preuve. La série ) =

4.2 Exemples

4.2.1 Normes d’opérateurs en dimension finie

On a vu qu’en dimension finie, toutes les applications linéaires sont continues. Par conséquent,
'espace £(K?) s’identifie & Pespace des matrices carrées My(K). A toute norme sur K? correspond
donc une norme subordonnée sur M (K). La proposition suivante donne trois exemples ou la norme
subordonnée est bien identifiée.

Proposition 4.2.1 Pour p € {1;2; 00}, notons ||| . |||, la norme subordonnée a la norme || . ||,
Soit M = (mw) c Md(K)
d d
() On Ml = e Sl et 11011 = o, Sl
j= i=

(2) En notant M* la matrice adjointe de M (i.e. M* = (my;)), on a

| M]]|2 = Max {V/'A; \ valeur propre de M*M} .
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Preuve. (1) Posons C' = max; > _; |mj;|. Pour z € K9, la i-eme composante de Mz est (Mz); =
>~ ;M. On a donce

d
(M) <3 Imgl 2] < llalloe x 3 Iyl
i=1 i

pour tout i € {1;...;d}, d’ou || Mz||e < C||2||s- Par conséquent ||| M ||| < C. Inversement, soit ig
tel que C' =3 |my;|. Notons e le vecteur (1, ...,e4), ot g5 € K vérifie [e;] = 1 et g;miy; = |[my;]-
Alors |le]|oo = 1 et (Me);, = C, donc ||| M ||| > ||Mel]|o > C. La preuve est analogue pour ||| . |||1.
(2) La matrice A = M*M est autoadjointe (A* = A) et positive ((Ax,z) = ||[Mz||3 > 0 pour
tout z € K9). Par conséquent, A est diagonalisable en base orthonormée et ses valeurs propres

sont réelles positives. Soit (f1,. .., f4) une base orthonormée de diagonalisation pour A, et notons
A1, ..., Ag les valeurs propres associées. Posons également p = Max {\;...; \q}. Pour z = Zf z;fj,
on a

d
M]3 = (Az,z) =Y Ajlay|?
j=1
d’ou, par définition de p :

d
IMz])5 < p Y lasl® = plll

j=1

On a donc |[|M||] < /p. Pour I'inégalité inverse, on prend z = f;, ce qui donne ||[M]]|5 >
|M f;]13 = A; pour tout j € {1;...;d} et donc ||| M]||> > \/p. O

4.2.2 Projections orthogonales

Dans cette section, H est un espace de Hilbert réel ou complexe. On note ( , ) le produit scalaire
sur H. Dans le cas complexe, on adopte la convention suivante : (z,y) est linéaire par rapport a y
et antilinéaire par rapport a x.

Théoreme 4.2.2 Soit E un sous-espace vectoriel fermé de H.

(1) Pour tout v € H, il existe un unique vecteur z € E tel que ||x — z|| = d(z, E). Ce vecteur est
noté pg(x).

(2) Le vecteur pg(z) est caractérisé par les deuz propriétés suivantes : pp(x) € E et v —pg(x) € E*+.
(3) L’application pg : H — E est une projection linéaire continue, de norme 1. On dit que pg est
la projection orthogonale de H sur E.

Preuve. La partie (1) a déja été démontrée dans le chapitre sur les espaces complets.

Pour démontrer (2), on se place d’abord dans le cas d'un espace de Hilbert réel. Fixons = € H et
définissons f : E — R par f(z) = ||z — z||?. Il est bien connu (et facile & montrer) que I'application
f est différentiable sur E et que sa différentielle est donnée par

Df(z).h=2(z—ux,h).

Comme f atteint sa borne inférieure au point pg(z), on a Df(pg(x)) = 0, donc pg(x) — = est
orthogonal & E. Inversement, si z € F et si z — x est orthogonal a E, alors u = z — pg(x) =
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(z—x)+ (x —pp(x)) est orthogonal & E. Comme u € E, on a donc u = 0, autrement dit z = pg(x).
On a donc démontré (2) dans le cas d’un espace de Hilbert réel. Dans le cas complexe, ce qui précede
montre que pr(z) est caractérisé par le fait qu’on a Re (z — pr(z),h) = 0 pour tout h € E. En
remplagant h par ih, on obtient aussi Im (x — pg(x), h) = 0, d’ou finalement (x —pg(x),h) = 0 pour
tout h € E, ce qui termine la démonstration.

La linéarité de pp découle directement de (2) : si z,y € H, alors pg(z) + pe(y) est un vecteur de
E tel que z +y — (pe(x) + pr(y)) est orthogonal & E, donc pg(x) + pe(y) = pe(r + y) ; de méme
pour pr(Ax). De plus, on a pg(x) = = pour tout x € E = Im(pg), donc pg est une projection. Si
x € H, alors les vecteurs x — pg(x) et pg(z) sont orthogonaux. D’apres le théoreme de Pythagore,
on a donc

ll2]]* = [l — pe(@)|* + [Ipe(2)]*.

En particulier, on a ||pg(x)|| < ||z||, ce qui prouve que I'application linéaire pg est continue avec
llpe|] < 1. Mais comme pgp(z) = x si € E, on a aussi ||pg|| > 1, d’ou finalement ||pg||=1. O

Corollaire 4.2.3 Pour tout sous-espace vectoriel E C H, on a H = E & E+. En particulier, si E
est un sous-espace fermé de H, alors H = E ® E*.

Preuve. Si E est fermé, on a H = E @ E* puisque pg est une projection d’image E et de noyau E*.

s . -1 ey . . .
Dans le cas général, on observe qu'on a £+ = E~ par continuité du produit scalaire, et on applique
le premier cas. Les détails sont laissés en exercice. O

Corollaire 4.2.4 Un sous-espace vectoriel E C H est dense dans H si et seulement si E+ = {0}.

4.2.3 Opérateurs a noyau

Dans cette section, (€2, pt) est un espace mesuré. On suppose que la mesure p est o-finie, pour pouvoir
appliquer le théoreme de Fubini. On fixe un noyau sur €2, c¢’est-a-dire une fonction mesurable

K: OxQ—=K.

Si f:Q — K est une fonction mesurable, on pose

Tif (z) = / K(2,y) £ () du(y)

pour tout point z tel que la fonction y — K(z,y) f(y) est intégrable sur . On dit alors que la
fonction Tk f est définie au point x.

Soient p1,pa € [1;00]. On dira que le noyau K définit un opérateur borné de LP> dans LP* si
les propriétés suivantes sont vérifiées :

e pour toute fonction f € LP2(Q), la fonction Tk f est définie en presque tout point z € Q;

osi f e LP?(Q), alors T f € L (), et application linéaire f +— Tk f est continue de LP?(€2) dans
LPr(Q).

Remarque. Plus généralement, on pourrait considérer un noyau K : €3 x Qy — K, ou (4, 11)
et (€, o) sont deux espaces mesurés éventuellement différents. Les résultats qui suivent seraient
encore valables, avec exactement les mémes démonstrations.

Le lemme suivant est une application “mécanique” du théoreme de Fubini.
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Lemme 4.2.5 Soient p; € [1;00] et ps € [1;00[. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) K définit un opérateur borné de LP> dans LP*.
(2) Il existe une constante C' < oo telle que, pour toute fonction f € LP?(2), on ait

[ ([ selirwlanm)” a) < ol

Dans ce cas, on a ||Tk|| < CVPr, pour toute constante C vérifiant (2).

Les détails sont laissés en exercice. O

On va donner ici deux moyens efficaces de vérifier qu'un noyau K définit un opérateur borné.

Proposition 4.2.6 Soit p € [1;00], et soit g l'exposant conjugué (Il? + % = 1). On suppose que le
noyau K appartient a LP(Q) x Q). Alors K définit un opérateur borné de L9 dans LP, et ||Tk|| <
|-

Preuve. On traite d’abord le cas 1 < p < oo grace au lemme 4.2.5. Soit f € L(Q2). D’apres I'inégalité
de Holder, on a

</Q K (2, )] |f(y)!du(y))p < (/Q |K<$,y)|7’d,u(y)) Sl

pour tout x € €. En intégrant cette inégalité par rapport a x, on en déduit

/Q(/Q (K (z, y)] | f(y) du(y))pd,u(a:) < [|K[[2x||fI],

d’ou le résultat d’apres 4.2.5.

Supposons maintenant p = oo, autrement dit K € L>(2 x 2). L’idée de la preuve est extrémement
simple, mais la formulation est rendue un peu délicate par le “presque partout” inhérent a la
définition de la norme || . ||o. Par définition de || K ||, on a |K(z,y)| < || K|l pour presque tout
couple (z,y) € Q x Q. En appliquant le théoreme de Fubini a la fonction indicatrice de I’ensemble
{(z,y); |K(z,y)| > || K|}, on voit que la propriété suivante a lieu : pour presque tout x € €2, on a
|K(x,y)| < || K|l presque partout sur 2. Si maintenant f € L'(Q), on en déduit que pour presque
tout z € Q, ona [, |K(z,y)||f(y)| < || K]|o- Par conséquent, Tk f(x) est bien défini presque partout
et appartient a L>, avec [Tk fllo < [|K]|c- Cela termine la démonstration dans le cas p = oo.
Notons que la preuve serait réellement immédiate si on supposait qu'on a |K(z,y)| < ||K||«~ pour
tout (x,y) € £ x Q. O

Corollaire 4.2.7 Si K € L*(Q x Q), alors K définit un opérateur borné de L? dans L?, avec
[T |] < [|K]]2-

Exemple (opérateur de Volterra)
Pour tout p € [1; 00|, on définit un opérateur linéaire continu de L([0;1]) dans LP([0;1]) en posant

Vo (x) = / " fy)dy.
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et on a ||V,|| < 27VP. Cet opérateur s’appelle 'opérateur de Volterra. Il envoie en fait L1([0;1])
dans C([0;1]).

Preuve. On applique la proposition au noyau K € LP défini par K(z,y) = 1p.(y), dont la norme
LP vaut 2-Y/?. Pour montrer que Vo f est toujours une fonction continue, on peut par exemple
utiliser le théoreme de continuité pour les intégrales a parametres : pour xy € [0;1] fixé, la fonc-
tion x +— ljg(y)f(y) = Lya(x)f(y) est continue en zy pour tout point y # xy, donc pour
presque tout y € [0;1], et on peut majorer |K(z,y)| par |f(y)|, fonction intégrable sur [0;1] car
L%([0;1]) € L'([0;1]). Dans le cas ¢ > 1, on a une preuve plus simple, qui donne une information
plus précise : en utilisant I'inégalité de Holder pour majorer |V, f(2") — V, f(z)| = | f;/ f(y) dyl|, on
trouve |V, f(x') — Vo f(2)| < ||fllq 2" — z|/?; 1a fonction V, f est donc %—H{')’ldéﬂenne. O

Théoréme 4.2.8 (test de Schur)

Soit p € [1;00], et soit q l'exposant conjugué. On suppose qu’il existe une fonction mesurable
strictement positive w : 2 — R et une constante C' < oo telles que les deux propriétés suivantes
soient vérifiées :

1) Jo |K(z,y)|w(y)? du(y) < Cw(z)"? pour (presque) tout x € € ;

2) [ | K (z,y)|w(z)du(z) < Cw(y)'? pour (presque) tout y € Q.

Alors K définit un opérateur borné de LP dans LP, avec ||Tk|| < C.

Preuve. Soit f € LP(Q). Pour (presque tout) = € €2, on a d’apres 'inégalité de Holder

e W
w(y)/r

< ([ 1ot dut ) ([ 20T du(y))l/p
< e ([ rGe HOE du(y)>1/p .

En élevant a la puissance p, en intégrant par rapport a x et en utilisant le théoreme de Fubini, on
en déduit

[ ([ eoiwiam) we <o [ O] e o) ao

< /Q% x Cw(y)" du(y)

/\K 2, y)| [ (y)] dp(y) /\K Y)Y (y) P x K (2, y)] dp(y)

ya
=CHIf.

1 1
Par conséquent, K définit un opérateur borné de LP dans LP, avec ||Tk|| < Ca*r = C. O
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Corollaire 4.2.9 On suppose qu’il existe une fonction mesurable strictement positive w : 2 — R
et une constante C' < oo telles que les deux propriétés suivantes soient vérifiées :

(1) Jo K (@, y)w(y) du(y) < Cw(x) pour (presque) tout x € Q ;

(2) Jo K (z,y)|w(zx)du(z) < Cw(y) pour (presque) tout y € Q.

Alors K définit un opérateur borné de L*(Q2) dans L*(2), avec ||Tk|| < C.

Preuve. On applique le test de Schur avec p =2 = g et w(z) = w(a:)2. O

Corollaire 4.2.10 On suppose qu’il existe une constante C' < oo telle que [, |K(x,y)|du(y) < C
pour presque tout x € Q et [, |K(z,y)|du(z) < C pour presque tout y € Q. Alors, pour tout
p € [1;00], le noyau K définit un opérateur borné de LP dans LP, avec |[Tk|| < C.

Preuve. On applique le test de Schur avec w(x) = 1. |

Exemple 1 (opérateurs de convolution)
Soit p € LY(R), et soit p € [1;00]. Pour toute fonction f € LP(R), la convolée ¢ * f est définie
presque partout par la formule

w*f@%=/fwww—yMy

R

De plus, ¢ x f € LP(R) et [[o* fll, < [ll[s [[f1],-

Preuve. On applique le test de Schur sous la forme 4.2.10, avec K(z,y) = ¢(z —y) : on a
Je |K(z,y)|dy = ||o|li = [z |K(x,y)|dz pour z,y € R, donc le test s’applique avec C' = ||¢||;.

O

Exemple 2 (matrice de Hilbert)
On définit un opérateur borné T : (*(N*) — (*(N*) en posant

= 1
T(x)i=>» ——aj.
jzlz—i-j

Preuve. On prend ici 2 = N*, muni de la mesure de décompte. Le noyau K : N* x N* — K est
défini par K(i,j) = -
Soit w : N* — R la suite définie par w; = \iﬁ, 1 € N*. Pour i € N* fixé, les majorations

1 1 < /3 dt
i+ VI T S i+ t)VE
conduisent a 'inégalité

o < dt
jZIK(%J)WjS/O m

Grace au changement de variable u = V/t, on trouve ensuite

/°° dt _2/00 du 7w
o i+t o it Vi
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Ainsi, on a obtenu
o0
ZK(i,j)wj < Tw;
j=1

pour tout ¢ € N*| et la méme inégalité en intervertissant 7 et j. Le test de Schur s’applique donc
(sous la forme 4.2.9) avec C' = . O

Remarquons pour finir que tout opérateur sur K¢ peut étre considéré comme un opérateur a noyau,
en identifiant K¢ & I’ensemble des fonctions z : {1;...;d} — K, et en munissant Q = {1;...;d} de
la mesure de décompte. Si T € L(K?) et si on note (a;;) la matrice de T' dans la base canonique,
alors T est associé au noyau K : Q x Q défini par K(i,j) = a;;.

4.3 Prolongement par densité

Le résultat suivant est simple, mais tres utile.

Théoreme 4.3.1 Soient X un espace vectoriel normé, Y un espace de Banach, et E un sous-espace
vectoriel de X. On suppose que E est dense dans X. St T : E — Y est une application linéaire
continue, alors T' se prolonge de maniéere unique en une application linéaire continue T:X—>Y.
De plus, on o ||T|| = ||T]|.

Preuve. Comme F est dense dans X, il y a nécessairement unicité d’un prolongement continu de 7T'.
Soit x un point quelconque de X. Comme E est dense dans X, on peut trouver une suite (z,) C E
qui converge vers x. Alors la suite (z,) est de Cauchy, et comme ||T(z,) — T(2,)|| < ||T]| |24 — 2|
pour tous p,q € N, on en déduit que la suite (7(z,)) est de Cauchy dans Y. Comme Y est supposé
complet, la suite (7'(z,)) est donc convergente dans Y. De plus, si (z,) est une autre suite de
points de E convergeant vers z, alors la suite zo, 2, 21, 21, . . . converge aussi vers x, donc la suite
T(20), T(2), T(21), T(21),... est convergente d’apres ce qui précéde, et par conséquent les suites
(T(z,)) et (T(z,)) ont la méme limite. On peut donc poser T'(z) = lim, oo T'(2,), Ol (2,) est
n’importe quelle suite de points de E convergeant vers x. On vérifie sans peine que ’application T
est linéaire. Enfin, avec les notations précédentes, on a ||T(z,,)|| < ||T]|||zn]| pour tout n € N, donc
HNT(x)H < ||T||||z|| par passage & la limite. Par conséquent, T est continue et ||T'|| < ||T]|. Comme

T est un prolongement de T', on a aussi ||T|| > ||T||, ce qui termine la démonstration. O

Remarque La linéarité ne joue en fait aucun role ici; ¢’est la continuité uniforme qui est la propriété
clé. De fagon précise, on a le résultat suivant : Soient (E,dg) et (F,dp) deuz espaces métriques, avec
(F,dp) complet, et soit Z une partie dense de E. Si f : Z — F est une application uniformément
continue, alors f se prolonge de maniére unique en une application continue f : E — F. De plus,
f est uniformément continue. La preuve est essentiellement la méme que celle donnée dans le cas
linéaire.

Exemple 1 Intégrale vectorielle

Soit (K, d) un espace métrique compact, et soit X un espace de Banach. Notons E(K, X) l'es-
pace vectoriel constitué par toutes les fonctions boréliennes étagées ¢ : K — X. Si ¢ € E(K, X)
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alors
N
@ = Z aily,,
1

ol les A; sont des boréliens de K, non nécessairement disjoints, et les a; sont des vecteurs de X. Si
maintenant g est une mesure borélienne finie sur X, alors on montre que le vecteur z = 327 1u(A;)a;
ne dépend pas de la décomposition de ¢ sous la forme ) a;14,. On peut donc poser

/Kwduziu(fl)a

Lemme 4.3.2 L'application ¢ — [, @ du est linéaire continue de (E(K,X),|| . ||) dans X, de
norme égale a u(K).

Preuve. La linéarité est évidente une fois qu’on sait que | ¢ du ne dépend pas de la décomposition
de ¢ sous la forme ) a;14,. Si p € E(K,X), on peut écrire p = > . a;14,, ou les A; sont des
boréliens de K deux a deux disjoints. On a alors

Z ( )||az||

(3240 ligll
Sl

Par conséquent, application linéaire ¢ — [ x @dp est continue, de norme au plus égale a p(K).
Pour I'inégalité inverse, il suffit de considérer une fonction ¢ constante (et non nulle). O

H fK(PdMH

VAN VANVAN

D’apres le lemme et le théoreme de prolongement par densité, on peut donc prolonger I'appli-
cation ¢ — [, pdp a E(K,X), ou E(K, X) est Padhérence de E(K, X) dans (*(K, X), c’est-a-dire
I’ensemble de toutes les fonctions bornées f : K — X qui sont limites uniformes de fonctions
boréliennes étagées. D’apres 3.3.8, £(K, X) contient toutes les fonctions continues; ainsi, on peut
définir l'intégrale [ w J du pour toute fonction continue f: K — X. Le résultat suivant résume les
principales propriétés de l'intégrale.

Proposition 4.3.3 Notons C(K, X) l’espace des fonctions continues f: K — X.
(1) L’application f — [, fdu est linéaire continue de (C(K,X),|| . ||«) dans X.
(2) Pour toute fonction f € C(K,X), on a

H/fduH [ 15l dute

(3) Si z* est une forme linéaire continue sur X, alors

< / fdu> ~ [ g0} dute),
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Preuve. La partie (1) découle du théoreme de prolongement par densité. Pour (2) et (3) on com-
mence par prouver le résultat pour une fonction ¢ € (K, X), puis on conclut par approximation.
Les détails sont laissés en exercice. O

Exemple 2 Transformation de Fourier-Plancherel

Si f est une fonction intégrable sur R, sa transformée de Fourier est la fonction f R - K
définie par

f(6) = / f(z) e i€dz.

On sait qu’en général, la fonction f est continue et tend vers 0 a l'infini, mais qu’elle n’a aucun
raison d’étre elle-méme intégrable. Cependant, si f, en plus d’étre intégrable, est aussi de carré
intégrable, alors on peut montrer que f est elle aussi de carré intégrable, et qu’on a

/ﬂ{|f(§)l2d£=2w4|f(x)|2dx.

On en déduit que la restriction de 'application linéaire f — f a lespace L' N L? envoie L' N L?
dans L? et est continue de (L' N L% || . ||2) dans (L2, ]| . ||2). D’apres le théoréme de prolongement
par densité, il existe donc une application linéaire continue F : L(R) — L2(R) telle que Ff = f si
f € L' N L2, Cette application F est la transformation de Fourier-Plancherel.

Il faut prendre bien garde au fait que si f € L?, alors on ne peut pas écrire F f(£) = fR f(x)e %2dxy
pour £ € R. Cette formule n’a de sens que si f est de plus intégrable. On peut seulement dire
que Ff est la limite en norme L? des f,, ot (f,) est n’importe quelle suite d’éléments de L' N L2
convergeant vers f en norme L?. Par exemple, on peut prendre f, = f1_,.,. On a alors

n
fu(&) = f(x)e ™ dx
—n
pour tout & € R, ce qui permet d’écrire

Ff(€) = lim f(z)e™®*dx  “au sens L*” .

n—oo

Si on oublie le facteur 27, la transformation de Fourier-Plancherel devient une isométrie de L*(R)
dans L?(R). En particulier, F est injective et I'image de F est fermée dans L?. Mais par ailleurs,
il découle de la formule d’inversion de Fourier que I'image de F contient toutes les fonctions de la
classe de Schwartz

S(R) := {gp € C*(R); lim |z|*¢™(z) = 0 pour tous k,n € N} :

|z[—o0

Comme on sait que S(R) est dense dans L?(R) (voir 4.4.4 pour une démonstration), on en déduit
que I'image de F est dense dans L2. Au total, F est bijective de L? sur L% Enfin. si ¢ € S(R),
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alors ¢(z) = 5-F(—x) d’apres la formule d’inversion de Fourier. Autrement dit, on a F ¢ (z) =
= Fip(—z) pour ¢ € SI(R). Comme S(R) est dense dans L?, on en déduit que pour g € L? on a

également F~'g(z) = 5=Fg(—x) presque partout.

En résumé, on a donc le résultat suivant.

Théoreme 4.3.4 L’application T = \/LQ?F est une isométrie bijective de L*(R) sur L*(R), d’in-
verse donnée par I 'g(z) = Zg(—x). En particulier, F est un isomorphisme de L* sur L* qui

préserve l'orthogonalité, et on a F* = id.

4.4 Familles bornées d’applications linéaires continues

4.4.1 Convergence “forcée”

Le résultat suivant est simple, mais extréemement utile.

Lemme 4.4.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, et soit (T});>o une suite d’application
linéaires continues, T; : EE — F.On fait les hypothéses suivantes :

(a) La suite (T;) est bornée en norme;

(b) Ti(z) tend vers 0 pour tout z € D, ou D est une partie dense de E.

Alors Ti(x) tend vers 0 pour tout x € E.

Preuve. Soit x € E, et fixons € > 0. Posons également M = sup, ||T;||. Comme D est dense dans F,
on peut trouver z € D tel que ||z — z|| < e. On a alors

N Ts()l] < 1T (2)[] + ITi(z — )] < || Ts(2)| + Me
pour tout i € N. Comme T;(z) tend vers 0, on en déduit
lim ||7;(z)]| < Me

pour tout € > 0. Cela termine la démonstration. O

Remarque On a énoncé le résultat pour une suite (7;), mais il ressort clairement de la démonstration
que le méme résultat vaut pour une famille (7}) indexée par exemple par un intervalle de R, I'indice
1 ayant vocation a tendre vers une des bornes de I'intervalle.

Exemple Unités approchées

On sait que L'(R) est muni d’une structure d’algebre commutative, la multiplication étant donnée
par le produit de convolution *. On sait également que la transformation de Fourier change le pro-
duit de convolution en produit ordinaire : si f,g € L*(R), alors m = f % §. On en déduit que
'algebre L'(R) ne possede pas d’élément unité pour le produit *. En effet, si e était une telle unité,
on aurait é(£)g(€) = é(€) pour toute fonction g € L*(R) et pour tout £ € R, et donc é = 1 car pour
tout £ € R, on peut trouver une fonction g € L'(R) telle que g(¢) # 0 (par exemple, la fonction
indicatrice de l'intervalle [§ — 1;& + 1]). Mais ceci est impossible car é doit tendre vers 0 a I'infini.
On va voir qu’on peut cependant pallier a I’absence dunité.
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On dira qu'une suite (k;) € L'(R?) est une unité approchée si elle vérifie les propriétés suivantes,
oll | . | est une norme quelconque sur R, par exemple la norme euclidienne.

(a) La suite (k;) est bornée en norme L.

(b) On a / k;(u) du = 1 pour tout i.
Rd

(c) Pour tout 6 > 0, on a lim |k;(u)| du = 0.

1—00 [u|>6

La méme définition vaut pour une famille (k;);c; paramétrée par un intervalle de R, le parametre
1 étant destiné a tendre vers une des bornes de l'intervalle. Le résultat suivant justifie I’expression
“unité approchée”.

Théoréme 4.4.2 Soit (k;)ic; € LY(R?) une unité approchée.
(1) Si f:RY— K est continue a support compact, alors k;  f tend vers f uniformément.
(2) Si f e LP(RY), 1 < p < oo, alors k; * f tend vers f en norme LP.

Preuve. (1) Soit f : R? — K continue & support compact. Alors f est bornée et uniformément
continue. Pour x € R?, on a d’apres (b) :

frki(x) = flz) = | flo—wki(u)du— f(z)

R4

= [ (# =) = 1@) ) du.
On en déduit
£ kda) = F@I < [ 1@ =) = fa)] )]

Soit maintenant € > 0, et soit § > 0 tel que |f(u) — f(v)| < e siju—wv| < J§; un tel § existe par
uniforme continuité de f. Pour tout z € R? et pour tout 7, on a alors

[Fi(u)| du +/ [f (& = u) = f(@)| [ki(u)] du

|u[=6

f # ka(z) — f(z)] <ex /

|u|<d

< O 1 2/|f]lue / k()] du,

lu[=6

ot on a posé C' = sup, ||k;||;. Comme le membre de droite ne dépend pas de x, on obtient donc

I £ = Flle < Ce 2 fll [ Ihiw)]du

ul=6
pour tout i € I. Grace a (a) et (b), on en déduit

lim [k * f — flloo < Ce

pour tout € > 0. Cela prouve que k; x f tend vers f uniformément.
Pour démontrer (2), on peut supposer que toutes les fonctions k; ont leur support contenu dans
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la boule unité B C RY. En effet, il déoule de (c) que 1pk; — k; tend vers 0 en norme L', et par
conséquent, si on pose m; = f gkiet k= %1 B k; (ce qui est possible “4 partir d'un certain rang”
d’apres (c)), alors k; — k; = L (1pk; — ki) + <mL - 1) k; tend vers 0 dans L', grace & (a) et (b).

On en déduit d’une part que la famille (k;) vérifie les mémes hypotheses que (k;), et d’autre part
que (k; — /%Z) « f tend vers 0 en norme LP pour toute fonction f € LP, puisque |[|(k; — /;z) * flly <
[k — kgll1 || f|lp- Si on sait démontrer le résultat pour (k;), on saura donc le faire pour (k;).

Fixons p € [1;00], et considérons les opérateurs T; : LP(R?) — LP(RY) définis par

Ti(f)=kix f—f.
Les T; sont bien définis, et I'inégalité ||k; * f||, < ||ki||1||f||, montre que T; est un opérateur linéaire
continu, de norme au plus égale a ||k;||; + 1. Par conséquent, la suite (T;) est bornée en norme. De
plus, si f est continue a support compact, alors T;(f) tend vers 0 uniformément, d’apres le cas (1).
Comme de plus les T;(f) ont leur support contenu dans le compact fixe B + supp(f), on en déduit
que T;(f) tend vers 0 en norme LP, pour toute fonction f continue & support compact. Comme
I’ensemble des fonctions continues & support compact est dense dans LP(R%), on peut donc conclure
que T;(f) tend vers 0 en norme L? pour toute fonction f € L?. Cela termine la démonstration. 0O

Exemple. Si k est une fonction intégrable sur R? vérifiant fRd k = 1, alors on vérifie sans diffi-
culté que la famille (ky)y>o définie par

kx(u) = nAk(\u)

est une unité approchée dans L'(R?) (ici, le parametre A a vocation & tendre vers l'infini). De plus,
si k est de classe C*> a support compact, alors la formule

% () = / alr — 9)e(y) dy

montre que si ¢ : R — K, est continue a support compact, alors toutes les fonctions ky * ¢ sont
(définies partout et) de classe C* a support compact : cela découle du théoreme de dérivation des
intégrales a parametre. On en déduit le résultat suivant.

Corollaire 4.4.3 Toute fonction continue a support compact ¢ : R? — K peut étre approchée
uniformément et en norme LP, 1 < p < 0o, par des fonctions de classe C*™ a support compact.

Remarque. I’approximation par convolution a une propriété intéressante : si la fonction ¢ prend
ses valeurs dans un certain convexe fermé C' C K, alors on peut 'approcher par des fonctions C*
a support compact prenant également leurs valeurs dans C'. Il suffit pour cela de considérer les
aproximations k) % ¢ associées a une fonction k réelle positive a support compact K et vérifiant
Jga k=1 :on aura alors ky * p(2) = [ ¢(x —y) dux(x), ol uy est une mesure de probabilité, d’ot
le résultat d’apres le lemme 5.3.10. En particulier, si ¢ est réelle positive, on pourra ’approcher par
des fonctions réelles positives. De méme, on peut toujours supposer que les fonctions approchantes
sont majorées en module par |-

Comme les fonctions continues & support compact sont denses dans LP si p < oo, le corollaire
précédent entraine :

Corollaire 4.4.4 Si1 < p < o0, alors l’ensemble des fonctions de classe C* a support compact est
dense dans LP(R?). En particulier, la classe de Schwartz S(R?) est dense dans LP(RY).
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4.4.2 Théoreme de Banach-Steinhaus

Rappelons qu’une famille d’applications linéaires continues (7;);c; entre deux espaces vectoriels
normés X et Y est dite simplement bornée si, pour tout z € X, 'ensemble {T;(x); i € I} est
une partie bornée de Y ; autrement dit, si pour tout € X, on peut trouver une constante C, < oo
telle que || T;(z)|| < C, pour tout ¢ € I.

Si la famille (7;) est bornée en norme, alors elle est bien sir simplement bornée : pour = € X, on
peut prendre C, = C||z||, ou C = sup, ||Ti||. La réciproque est fausse en général : par exemple,
si on munit 'espace des polynomes R[X] de la norme définie par ||P| = sup{|P(t)|; t € [0;1]},
alors la suite d’applications linéaires T}, : R[X] — R[X] définies par T,,(P) = P™ est simplement
bornée (pour P fixé, on a T,,(P) = 0 si n est assez grand), mais elle n’est pas bornée en norme
(1751 > |1T.(X™)|| = n pour tout n € N). On a cependant le résultat suivant.

Théoréme 4.4.5 (Banach-Steinhaus)

Soient X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé, et (T;);c; une famille d’applications
linéaires continues, T; : X — Y. Si la famille (T;) est simplement bornée, alors elle est bornée en
norme.

Preuve. Pour n € N, posons
F,={zxeX: Viel ||Ti(x)|| <n}.

Comme les T; sont continues, les F,, sont des fermés de X. De plus, on a |J,, F,, = X car la famille
(T;) est simplement bornée. Comme X est un espace de Banach, le théoreme de Baire assure que
I'un des F;, est d’intérieur non vide. On peut donc trouver un entier N, un point zo € X et un
nombre r > 0 tels que

Va € B(xg,r) Vi€l ||Ti(x)]| < N.

Par linéarité de T, la méme inégalité est valable pour x € —B(xo,7) = B(—o,7). En écrivant
h = 3((—xo + h) + (zo + h)), on en déduit que pour h € B(0,7) et i € I, on a

ITi(h)]] < %(IITi(—xo + W)+ | Ti(zo + R)I[) < N

On obtient ainsi ||T;|| < N/r pour tout i € I, ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 4.4.6 Soit (T,,) une suite d’applications linéaires continues, T,, : X — Y, ot X est
un espace de Banach et'Y un espace vectoriel normé. On suppose que la suite (T,,) est simplement
convergente, autrement dit que T, (x) converge dans Y pour tout v € X. Alors T = lim,, T,, est une
application linéaire continue.

Preuve. 11 est clair que T est linéaire. De plus, la suite (7;,) est simplement bornée, donc bornée en
norme d’apres le théoréme de Banach-Steinhaus. Si on pose C' = sup,, ||T,|, alors ||T,,(x)|| < C'||z||
pour tout n et pour tout x € X, donc ||T(z)|| < C||z|| pour tout z € X. Par conséquent, T" est
continue. O
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Exemple Divergence des séries de Fourier

Comme application du théoreme de Banach-Steinhaus, on va démontrer un résultat négatif concer-
nant la convergence des séries de Fourier.

Si f : R — C est une fonction 27-périodique intégrable sur [—m; 7], ses coefficients de Fou-
rier sont définis (pour k € Z) par
alf) = [ et
2 ). '

Les sommes partielles de Fourier de la fonction f sont les polynomes trigonométriques S, f
définis par

Suf(t) = an(f)e™.

lk|<n

On sait par exemple que si f est de classe C!, alors S, f tend vers f uniformément. En revanche,
on a le résultat suivant.

Proposition 4.4.7 [ existe une fonction continue 2m-périodique f : R — C telle que la suite
(Snf(0)) n'est pas bornée. En particulier, S, f(0) ne converge pas vers f(0).

La preuve repose sur un calcul classique : pour n € N, on a

Snf(x) = Dy * f(z / f(&)Dy(z — ) dt,
27r
ou D, est le noyau de Dirichlet, défini par

ity 3 e 0D

O
Sin -
|k|<n 2

Comme D,, est une fonction paire, on a donc

5,000 =5- [ f6D

Notons Cs, I'espace vectoriel constitué par les fonctions continues 27-périodiques f : R — C. Alors

Car est un sous-espace vectoriel fermé de (¢>°(R,C), || . ||o), donc c’est un espace de Banach pour
la norme || . ||s. Pour n € N, on définit une forme linéaire ®,, : Co, — C par

®,(f) = Snf(0).
Lemme 4.4.8 ®, est une forme linéaire continue sur Cor, avec ||®y|| = [|Dy|l1 = 5= [T |Dyu(t)| dt.

Preuve du lemme. On a |9,(f)] < ||fllco X ||Dnll1, donc la forme linéaire &, est continue, de
norme au plus égale a ||D,||;. Inversement, il est facile de construire une suite (fi) C Ca, telle que
|| fillo < 1 pour tout k et limy_ fi(t) = signe(D,(t)) pour tout t € [ ] D’apres le théoreme
de convergence dominée, @, (f) = 5= [ fi(t)Dn(t) dt tend vers 5= [" |D,(t)| dt = ||D,||: quand

73



k tend vers l'infini. Comme || fx||oc < 1 pour tout k, on en déduit ||®,|| > ||Dxl]1, ce qui termine la
preuve du lemme. O

Preuve de 4.4.7. Avec les notations introduites, il s’agit de montrer que la suite (®,) n’est pas
simplement bornée. Comme C», est un espace de Banach, il suffit pour cela, d’apres le théoreme de
Banach-Steinhaus, de montrer que la suite (®,) n’est pas bornée en norme. Autrement dit, on veut
montrer que la suite (||D,||;) n’est pas bornée. Mais on a

sin 5

/Ow\Dn(t)|dt :/OW :

™ | sin(n 4+ 1t
o [l i,
0

2
t

. l t
sin(n + 3) ‘dt

t
car |sinu| < wu siw > 0. On en déduit
™ (n-l—%)w :
/ 1D, (1)) dt > 2 / [sinul
- 0 u

et donc lim,, ., ||Dy||1 = +00. Cette contradiction acheve la preuve. O

4.5 Théoremes de I'image ouverte et du graphe fermé

4.5.1 Théoréeme de I’image ouverte

Théoréme 4.5.1 (théoreme de majoration automatique)

Soient X etY deux espaces de Banach, et soit T € L(X,Y). On suppose que T est surjective. Alors
il existe une constante C' < oo vérifiant la propriété swivante : pour tout y € Y, il existe un v € X
tel que T'(z) =y et ||z|| < Clly||. Ainsi, on peut choisir un antécédent de y par T en controlant sa
norme.

La démonstration est basée sur deux lemmes. Dans ce qui suit, on note Bg la boule unité fermée

d’un espace vectoriel normé FE.

Lemme 4.5.2 Soient X un espace vectoriel normé et Y un espace de Banach. Si T € L(X,Y)
est surjectif, alors T(Byx) est d’intérieur non vide dans 'Y .

Preuve. Comme T est surjectif et X =, .ynBx, on a

Y = JT(nByx),

neN

donc a fortiori Y = | J,, T'(nBx). Comme Y est un espace de Banach, le théoreme de Baire assure que

I'un des ensembles fermés F,, = T'(nBx) est d’intérieur non vide dans Y. Comme on a F,, = nT(Bx),
cela montre que T'(By) est d'intérieur non vide. O
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Lemme 4.5.3 Soient X un espace de Banach et'Y un espace vectoriel normé. Soit également
T € LIX,Y), et soit M € RT. On suppose que T(M Bx) contient la boule By . Alors, pour tout
C > M, T(CBx) contient By .

Preuve. 11 suffit de montrer que pour tout £ < 1, on a By C T(% Bx). Fixons k < 1 ety € By. Par

hypothese, on peut trouver zo € X tel que ||zo|| < M et ||ly—T(xo)|| < k. Alors y1 = +(y—T(x0)) €

zo)|| <
By, donc on peut trouver z; € X tel que ||z1|| < M et ||y — T(x1)|| < k. En multipliant par &, on
obtient alors
ly = T(kzy + xo)|| < k*.

On pose alors 15 = k% <y —T(kx, + :L‘o)>, on répete le raisonnement précédent, et ainsi de suite. On

voit ainsi qu’on peut construire par récurrence une suite (z,,) C X telle que ||z,|| < M et
T (K", + ...+ kxy + 20) — y|| < K™

pour tout n € N. La série > k™x,, est absolument convergente car ||k"x,|| < M k"™ et k < 1. Comme
X est un espace de Banach, cette série converge dans X et on peut donc poser

o0
T = E k", .
0

Comme 7T est continue, I'inégalité précédente montre qu’on a T'(x) = y. De plus, on a aussi ||z|| <
MY k"= % Comme y € By est arbitraire, cela termine la démonstration. O

Remarque. On a un énoncé analogue avec des boules ouvertes (qui se déduit du lemme précédent) :
si T(B(0,M)) contient By, alors T(B(0,M)) contient déja By .

Preuve de 4.5.1. Soit T' € L(X,Y) surjectif. D’apres le lemme 4.5.2, T(Bx) est d’intérieur non
vide. On peut donc trouver yo € Y et r > 0 tels que B(yo,r) € T(Bx). Comme T est linéaire,
(T'(Bx)) est un ensemble convexe et symétrique par rapport a 0, et on en déduit que T'(Bx) contient
ensemble 3(B(yo,r) — B(yo, 7)), autrement dit B(0,r) C T(Bx). Ainsi, on a By C T(MBx), ou
M = % D’aprés le lemme 4.5.3, on en déduit que si C' > M, alors T(CBx) contient By . Par
homogénéité, cela termine la démonstration. O

Corollaire 4.5.4 (théoreme d’isomorphisme de Banach)
Soient X et Y deux espaces de Banach. Si T € L(X,Y) est bijectif, alors T~ est continu.

Preuve. Si T est bijectif, la conclusion du théoreme s’écrit : ||[T1(y)|| < C||y|| pour tout y € Y. O

Corollaire 4.5.5 Soient X et Y deuzx espaces de Banach. Pour un opérateur T € L(X,Y),les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) T est injectif et a image fermée ;

(2) Il existe une constante ¢ > 0 telle que ||T(x)|| > c||z|| pour tout x € X.
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Preuve. Supposons (2) vérifiée. Alors T' est visiblement injectif. De plus, si (y,) = (T'(x,)) est une
suite de points de Im(7") convergeant vers y € Y, alors les inégalités ||z, — z,|| < ¢ ||yp — 4l
montrent que la suite (x,) est de Cauchy dans X, donc convergente dans X puisque X est un
espace de Banach. Si on pose x = lim z,,, alors y = T'(z) par continuité de 7', donc y € Im(7"). Par
conséquent, T' est a image fermée.

Inversement, supposons que 7" soit injectif et a image fermée. Alors Z = Im(7T') est un espace de
Banach, car c’est un sous-espace fermé de ’espace de Banach Y, et T' est une bijection linéaire
continue de X sur Z. D’apres le théoreme d’isomorphisme de Banach, 7! est continue sur Z, ce
qui est exactement la condition (2). O

Le théoreme de majoration automatique porte habituellement le nom de théoréme de I'image
ouverte. Cela tient au corollaire suivant.

Corollaire 4.5.6 Soient X etY deuz espaces de Banach. SiT € L(X,Y) est surjectif, alors T est
une application ouverte : pour tout ouvert O C X, l'ensemble T'(O) est un ouvert de Y.

Preuve. Soit O un ouvert de X, et soit y € T(0O). On cherche r > 0 tel que B(y,r) C T(O).
Soit 2 € X tel que T(z) = y. Pour tout r > 0, on a B(y,r) = T(z) + rBy, et donc B(y,r) C
T(x) + rT(CBx) = T(B(x,Cr)), olt la constante C' est donnée par le théoreme de majoration
automatique. Comme O est ouvert, on peut maintenant choisir » > 0 tel que B(z,Cr) C O, et on

a alors B(y,r) C T(0). |

Exemple Non surjectivité de la transformation de Fourier

Si f € L'(R), sa transformée de Fourier est la fonction f : R — R définie par
fie) = [ fare s,
R

On sait que f est une fonction continue, tendant vers 0 & Vinfini. De plus, on a || f||e < ||f||1. Par
conséquent, si on note Co(R) I'espace des fonctions continues g : R — R tendant vers 0 a l'infini,
muni de la norme || . ||s0, alors la transformation de Fourier f — f est un opérateur linéaire continu
de L'(R) dans Co(R). De plus, on sait que la transformation de Fourier est injective : si f = 0, alors
f = 0 d’apres la formule d’inversion de Fourier. Enfin, I'image de la transformation de Fourier est
dense dans Cy(R), car elle contient par exemple la classe de Schwartz S(R). En revanche :

Proposition 4.5.7 La transformation de Fourier n'est pas surjective de L'(R) sur Co(R). Autre-
ment dit, il existe au moins une fonction g € Co(R) qui n’est pas la transformée de Fourier d’une
fonction intégrable.

Preuve. Si la transformation de Fourier F était surjective, elle serait bijective de L'(R) sur Co(R).
Comme L'(R) et Co(R) sont des espaces de Banach, F~! serait continue, d’aprés le théoreme
d’isomorphisme de Banach. Il existerait donc une constante C' < oo telle que

11l < C 11 lloo
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pour toute fonction f € L*(R). On va montrer que cela n’est en fait pas vrai.

Pour ¢ > 0, notons g. la fonction (intégrable) valant 1 sur [—=1+¢;1—¢], nulle hors de [-1—¢; 1 +¢],
et affine sur les intervalles [-1 —e; —1 +¢] et [1 — ;14 €. Un calcul sans difficulté majeure montre
qu'on a

1
9: = 52 I NEETSTIE I N
En utilisant la formule @ % v = 40, on en déduit
. 1 sinz  sin(ex)
= — X = .
Ge(x) 2¢e x T fe(z)

La fonction f. est elle-méme intégrable sur R. D’apres la formule d’inversion de Fourier (et en
observant que g¢. est paire), on peut donc écrire

A

ge = fa

1
2m
Comme |[|¢:||s = 1, on doit donc avoir ||f:||; < 27C pour tout € > 0. Mais

1 [ |sinz||sin(ex)|
2= | &,
0

2

et comme [sin(ex)| > 2ex si x € [0; 2], on en déduit

s s

2 [% s 9 [
[ felli = — |s1112x| xe:cda::—/
e Jo T T Jo

sin x|

dx

T

| sin x|

Comme n’est pas intégrable a 'infini, on a donc lim._q || f-|]1 = 400, et cette contradiction
acheve la preuve. O

4.5.2 Caractérisations de la surjectivité

Le théoreme suivant donne plusieurs caractérisations de la surjectivité pour un opérateur linéaire.

Théoréme 4.5.8 Soient X et Y deux espaces de Banach. Pour un opérateur T € L(X,Y), les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) T est surjectif;

(2) 1l existe une constante C' < oo telle que pour tout y € Y, on peut trouver x € X vérifiant
lzl] < Cllyll et T(x) =y,

(3) 1l existe une constante C' < oo telle que T(C'Bx) contient By ;

(4) 1l existe deux constantes C < oo et k < 1 telles que pour tout y € By, on peut trouver x € X
vérifiant ||z|| < C et ||T(z) — y|| < k.

Preuve. On a déja montré que (1) entraine (2). Il est clair que (2) entraine (3), et que (3) entraine
(4). Enfin, la preuve du lemme 4.5.3 a établi que si (4) est vérifiée, alors By C T(:$By). En
particulier, (4) entraine (1). O
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Exemple 1 Quotients de (*(N)

Comme exemple d’utilisation de la propriété (3), on va montrer que “tout espace de Banach
séparable est un quotient de ¢*(N)”. Ainsi, I'espace £*(N) est en un certain sens “universel” parmi
les espaces de Banach séparables.

Proposition 4.5.9 Si X est un espace de Banach séparable, alors il existe une surjection linéaire
continue de (*(N) sur X.

Preuve. Soit {z,; n € N} un ensemble dénombrable et dense dans la boule unité de X. Si a =
(o) € £1(N), alors la série > a,z,, est absolument convergente, donc convergente dans X puisque
X est un espace de Banach. On peut donc définir 7' : ¢'(N) — X par

o
= E Ty, .
0

L’application T est visiblement linéaire. De plus, T' est continue et ||T]| < 1 car ||T(a)|| <
oo lanl llzn]l < |lafli pour tout o € ¢'(N). Enfin, par définition de 7', on a T'(e,) = x, pour
tout n € N, ol on a noté e, le n-itme vecteur de la “base canonique” de ¢*(N). Par conséquent,
T(By) contient {x,; n € N}, et est donc dense dans Bx. On peut donc appliquer le théoreme
précédent pour conclure que T est surjectif. O

Exemple 2 Théoréeme d’extension de Tietze

Comme exemple d’utilisation de la propriété (4), on va maintenant démontrer le résultat suivant.

Théoréme 4.5.10 (théoréme d’extension de Tietze)

Soit (E,d) un espace métrique, et soit C' un fermé de E. Si f : C — R est une fonction continue
bornée, alors f se prolonge en une fonction continue bornée définie sur E tout entier; autrement
dit, il existe une fonction continue bornée f : E — R telle que f‘c = f.

Preuve. Si F' est un espace métrique, notons C,(F') I'espace vectoriel constitué par toutes les fonc-
tions continues bornées ¢ : F' — R. Alors Cy(F') est un sous-espace fermé de (¢>°(F,R), || . ||« ), donc
c’est un espace de Banach pour la norme || . ||o. Soit T : Cy(E) — Cp(C') 'opérateur de restriction,
défini par T'(p) = ¢|c. Il est clair que T est linéaire continu, de norme au plus égale a 1. Il s’agit de
montrer que l'opérateur 7' est surjectif. D’apres le critere (3) du théoreme précédent (avec C' = 1
et k = 2/3), il suffit pour cela de vérifier le fait suivant.

Fait Si f : C — [~1;1] est continue, alors il existe une fonction continue f:E —[—1;1] telle que
|f(x) — f(z)] £2/3 pour tout x € C.

Preuve du fait. Fixons f : C' — [—1;1] continue. Les ensembles Cy = {z € C; f(z) < 1/3} et
Ci={r € C; f(x) >2/3} sont des fermes de C, donc de E, et ils sont disjoints. Il existe donc une
fonction continue f* : E — [0;1] telle que f*(z) = 0 pour = € Cy et fH(z) = 1 pour z € C : il
suffit de poser




Par définition, on a donc f*(z) = 1 si € C vérifie f(z) > 2/3, et f*(z) = 0si 2 € C vérifie

f(z) < 1/3. De méme, il existe une fonction continue f~ : £ — [0;1] telle que f(z) =0 si
flx) > —1/3 et f(x) = 1si f(z) < —2/3 (x € C). Posons alors f = f* — f~. La fonction f

est continue, et a valeurs dans [~1;1]. Si x € C, on a f(z) = =1si f(z) < —2/3, ji(x) = 1si
flx) > 2/3, f(z) =0si[f(z)] <1/3,0< fx) < 1si1/3 < fr) <2/3, et =1 < fz) < 0si
—2/3 < f(x) < —1/3. On constate donc qu’'on a |f(z) — f(x)| < 2/3 pour tout = € C. O

4.5.3 Théoreme du graphe fermé

Si E et F sont deux espaces métriques, le graphe d’une application f : E — F est ’ensemble

Gr=A{(z,y) e ExF; f(z) =y}

On a vu au chapitre 1 que si 'application f est continue, alors le graphe de f est fermé dans le
produit F x F. La réciproque est fausse en général : par exemple, 'application f : R — R définie
par f(z) =1/x six # 0 et f(0) = 8 n’est pas continue, mais son graphe est fermé dans R x R.

Meéme dans le cas des applications linéaires, la fermeture du graphe n’entraine pas la continuité. Par
exemple, si £ = C([0; 1]), alors I'application linéaire i = id : (F,|| . ||oo) — (E,]|| - ||1) est continue
car || . |]1 <|| . ||oo- Par conséquent, le graphe de i est fermé dans (E,|| . ||s) X (E,]| . |]1), donc
le graphe de i ™! : (E, || . |l1) — (E,]|| . ||so) est fermé dans (E, || . |]1) x (E,|| . ||eo)- Mais i~* n’est
pas continue car les normes || . || et || . || ne sont pas équivalentes sur C([0; 1]).

On a cependant le résultat suivant, valable pour des aplications linéaires entre espaces de Banach.

Théoréme 4.5.11 (théoreme du graphe fermé)
Soient X et'Y deux espaces de Banach, et soit T : X — Y une application linéaire. On suppose
que le graphe de T est fermé dans X x Y. Alors T est continue.

Preuve. On munit X X Y d’une norme produit quelconque, par exemple la norme définie par
|(z,y)|| = Max (||z]|x, ||y|]ly). Comme X et Y sont des espaces de Banach, on vérifie alors sans
difficulté que X x Y est également un espace de Banach. Notons G le graphe de T'. Par hypothese,
GG est un sous-espace vectoriel fermé de X x Y, donc GG est un espace de Banach. Définissons alors
les projections 7y : G — X et 1y : G — Y par nx(z,y) = x et my(z,y) = y. Par définition, wx est
une bijection linéaire continue de G sur X, et wy'(x) = (z,T(z)) pour tout z € X. Comme G et
X sont des espaces de Banach, le théoreme d’isomorphisme de Banach assure que 75}1 est continue.
Comme T = 7y o 7', on en déduit que T est également continue. O

Remarque. On vient de voir que le théoreme du graphe fermé est une conséquence facile du théoreme
d’isomorphisme de Banach. Inversement, le théoreme d’isomorphisme de Banach se déduit du
théoreme du graphe fermé : si T : X — Y est linéaire continue bijective, alors son graphe est
fermé (par continuité), donc le graphe de T~ aussi, donc 7! est continue.

Exemple 1 (théoremes de Hellinger-Toeplitz)

Soit H un espace de Hilbert, et soit T : H — H une application linéaire.

(1) On suppose qu’il existe une application linéaire S : H — H telle que (S(x),y) = (x,T(y)) pour
tous x,y € H. Alors T est continue.
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(2) On suppose que H est réel et qu’on a (T'(x),x) > 0 pour tout x € H. Alors T est continu.

Preuve. (1) Soit G le graphe de T, et soit (x,,T(x,)) une suite dans G convergeant vers un point
(x,y) € Hx H. Pour z € H, on a alors

<Z’ T(aj» = <S(Z)’ IL‘> = JL%<S<Z)7 $n> = nlggo<zv T(xn» = <Z> y) :
Comme z € H est quelconque, cela prouve qu’on a y = T'(z), et donc (x,y) € G. Ainsi, le graphe
de T est fermé dans H x H, donc T est continue.
(2) On applique & nouveau le théoreme du graphe fermé. Soit (z,,7(z,)) une suite de points du
graphe de T convergeant vers (x,y) € H x H. Il s’agit de montrer que y = T'(z). Quitte a remplacer
T, par T, —x et y par y — T'(z), on peut en fait supposer x = 0. Ainsi, z,, tend vers 0, T'(x,,) tend
vers ¥, et on veut montrer qu’'on a y = 0.
Soit h € H quelconque. On a (T'(x,, + h), z, + h) > 0, autrement dit

(T(xn), wn) + (T(h), h) + (T(wn), h) +(T(h), 2n) > 0

pour tout n € N. Quand n tend vers l'infini, (T'(h), z,) et (T'(z,),z,) tendent vers 0 car z,, tend
vers 0 et T'(x,,) reste borné. Comme (T'(z,,), h) tend vers (y, h), on obtient donc

(I'(h),h) + (y,h) > 0.

En remplagant h par A, on en déduit \2(T'(h),h) + My, h) > 0 pour tout A € R, ce qui n’est
possible que si (y, h) = 0. Comme h € H est arbitraire, on a donc y = 0. O

Exemple 2 (projections)

Soit X un espace de Banach, et soit E, Ey deuz sous-espaces vectoriels de X tels que X = E1 @ Es.
On note p; : X — E; les projections déterminées par cette décomposition. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) Les deux projections py et py sont continues ;

(2) Les sous-espaces Ey et Ey sont fermés dans X.

Preuve. On a E; = Ker(p; — Id) et Ey = Ker(py), donc il est clair que (1) entraine (2). Inver-
sement, supposons (2) vérifiée. Soit G C X x Ej le graphe de py, et soit (z,,p1(x,)) une suite de
points de G convergeant vers (z,y) € X x E;. Alors y € Ey, et on a on a aussi © — pi(y) € Ey car
Ty — p1(xy,) € Ey pour tout n et By est fermé dans X. On en déduit y = py(x), ce qui prouve que le
graphe de p; est fermé dans X x E;. Comme X est un espace de Banach et E; également puisque
E est fermé dans X, on peut appliquer le théoréeme du graphe fermé. Ainsi, p; est continue, donc
po = Id — p; également. O
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Chapitre 5

Dualité

5.1 Le dual d’un espace vectoriel normé ; exemples

Si E est un espace vectoriel normé sur K = R ou C, le dual de E est I'espace L(F,K) des formes
linéaires continues sur K. On le note E*, et on munit £* de la norme subordonnée a la norme de
E. On notera souvent z*, y*, z* les éléments de E*, et (z*, x) 'action d’une forme linéaire z* € E*
sur un vecteur r € F.

Le résultat suivant a déja été démontré.

Théoreme 5.1.1 Si E est un espace vectoriel normé, alors E* est un espace de Banach.

5.1.1 Dual d’un espace de Hilbert

Dans cette section, H est un espace de Hilbert réel ou complexe, dont le produit scalaire est noté
( , ). Rappelons que dans le cas complexe, (z,y) est linéaire par rapport a y et antilinéaire par
rapport a x. Le théoreme de la projection orthogonale va permettre de décrire completement les
formes linéaires continues sur H.

Lemme 5.1.2 Soit a € H, et définissons ®, : H — K par ®,(x) = (a,z). Alors application P,
est une forme linéaire continue sur H, et ||®.|| = ||all.

Preuve. La linéarité est évidente. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a |®,(x)| < ||al|||z]|

pour tout z € H, donc ®, est continue et ||P,|| < ||a||. Enfin, si on pose u = Tal (en supposant

a 7 0), on a [[uf| =1 et ®4(u) = [|af], Aot [[@4]] = [|a]]. m

Théoreme 5.1.3 Toute forme linéaire continue sur H est du type ®,, pour un unique a € H.

Preuve. Soit ® une forme linéaire continue sur H ; on suppose ® # 0, sinon il n’y a rien a démontrer.
Posons £ = Ker(®). Comme ® est continue, £ est un sous-espace vectoriel fermé de H, et F # H
puisque ® # 0. On peut donc trouver un vecteur b € H non nul et orthogonal a F : il suffit de
poser b = x — pg(x), ol = est un vecteur donné n’appartenant pas a E. Alors Ker(®;,) contient
E, et comme E et Ker(®) sont deux hyperplans, on a Ker(®,) = E. Les formes linéaires ® et ®,
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ont donc le méme noyau, et elles sont par conséquent proportionnelles. Il existe donc A € K tel
que & = \®,, d'ou & = &,, avec a = A\b. Pour I'unicité, il suffit d’observer que si &, = o,/ alors
la —d'l| = |Pa—wl = 0. m

5.1.2 dual de L?

Soit (€2, A, ;1) un espace mesuré. Pour simplifier les énoncés qui vont suivre, on supposera que la
mesure p est o-finie, bien que cela ne soit pas toujours nécessaire.

Lemme 5.1.4 Soit p € [1;00], et notons q lexposant conjugué (]% + % =1). Sige LY Q,u), alors

on définit une forme linéaire continue @, : LP(Q2, u) — K en posant

%mzémw.

De plus, on a [|@4]] = ||g]l,-

Preuve. Si f € LP(Q2), alors, d’apres l'inégalité de Holder, on a

jﬁ|fguuLS|Lﬂh,x|mnq-

En particulier, la fonction fg est u-intégrable, donc I'application ®, est bien définie. Comme @, est
visiblement linéaire, I'inégalité précédente montre qu’elle est continue, avec ||®,4|| < ||g]l,-
Pour montrer qu’on a en fait ||®,4|| = ||g||, on traite d’abord le cas 1 < p < oo, donc 1 < ¢ < co. Par
homogénéité, peut supposer ||g||, = 1. Soit ¢ : @ — K une fonction mesurable telle que |p(x)| =1
et pg = |g|. Posons f = ¢ x |g|9/P. Alors |f[P = |g|?, donc f € LP et ||f|], = ||g||3/p = 1. De plus, on
a fg =|g| x |g|? par définition de ¢, autrement dit fg = |g|? car 1 +§ = 7% = ¢. Par conséquent,
on 0 9,(f) = f, fg = lgl[4 = 1. On en déduit |[#,[] > 1 = [lg],. ot finalement |[2,] = [lgl,
Montrons maintenant que dans le cas p = 1, ¢ = 00, on a [|®,]| = ||g]|cc. On sait déja que
|@4]| < ]l9l|co- Pour I'inégalité inverse, il suffit de montrer que pour tout nombre o < ||g|oo, On
peut trouver f € L' telle que |[f]|; < 1et | [, fgdu| > o Fixons un tel . Alors 'ensemble
A=A{z; |g(z)] = a}
est de mesure strictement positive. Comme g est o-finie, on peut donc trouver un ensemble me-
surable B C A tel que 0 < p(B) < co. Posons f = 215 o ¢ est choisie comme précédemment

w(B)?
(lp| =1 et pg = |g|). Alors |f| = %, donc f € L' et ||f||1 = 1. De plus, on a fg = ‘5}—13? > %,
et donc [, fgdu > . On a donc bien montré que ||Py|| = ||g]|co-
Le cas p = 00, ¢ = 1 est laissé en exercice. O

Digression. En échangeant les roles de p et ¢, on voit qu’on a montré le résultat suivant : si (€2, u)
est un espace mesuré o-fini et si f : 0 — [0; 00| est une fonction mesurable, avec f € LP, alors

1/p
([roraun) =swf [ fodu0<gerr gl <1}
Q Q
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Ce résultat est en fait valable méme si f ¢ LP (auquel cas les deux membres de ’égalité précédent
valent +00). Pour le voir, il suffit d’appliquer le théoréeme de convergence monotone a une suite
(fn) C LP convergeant en croissant vers f; par exemple, on peut poser f, = 1o, 1js<nf, ot (1)
est une suite croissante d’ensembles mesurables de mesure finie telle que |, €, = Q.

Comme application, on peut par exemple démontrer une version assez générale de l'inégalité de
Minkowski : si (X, pu) et (Y,v) sont deux espaces mesurés o-finis et si v : X XY — [0;00] est
mesurable, alors

([ atenam) au) "o ][ vt anco] ).

Il suffit d’appliquer l'identité précédente a fi( ) fY x,y) dv(y), d’'utiliser le théoreme de Fubini,
puis de réappliquer I'identité précédente a fo(y) = [, u u(r,y) du(x).

On admettra le résultat suivant, méme si sa démonstration n’est pas démesurément compliquée.

Théoréme 5.1.5 Si p < 0o, alors toute forme linéaire continue sur LP(Q, p) est du type @4, pour
une unique fonction g € L1(Q, u).

Corollaire 5.1.6 Sip < oo, alors LP(Q)* s’identifie isomélriquement a L1(S2), ot q est l'exposant
conjugué de p.

Remarque. Pour p = oo, ce résultat est faux, sauf cas trivial : si L>°(2) est de dimension infinie, il
existe toujours des formes linéaires continues sur L> qui ne proviennent pas de fonctions g € L.
Voir 5.2 pour une démonstration dans le cas ot 2 = R™ muni de la mesure de Lebesgue.

Voici un exemple d’utilisation du théoréme précédent Remarquons d’abord que si f € L*(R),
alors la fonction F': R — R définie par F(x fo t) dt est lipschitzienne, avec ||F||Lip < || f]]oo-
Il se trouve que ce résultat évident possede une rec1proque :

Proposition 5.1.7 §i F' : R — R est une application lipschitzienne, alors il existe une fonction
f € L*(R) telle que

VzeR  F(z)=F(0)+ /xf(t) dt

Preuve abrégée. Soit F' : R — R lipschitzienne, et notons C' la constante de Lipschitz de F. Pour
h > 0, posons
F(x+h)— F(x)
- .
Par hypothese, toutes les fonction Fj, sont bornées, avec ||Fj||oc < C pour tout A > 0. De plus,

Fh(x) =

en écrivant [, pF, = [, F(z) 2222 gy ot en utilisant le théoréme de convergence dominée, on
constate que si ¢ : R — R est une fonction de classe C! & support compact, alors

lim @Fh——/go'F.
R
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Comme | [ @Fu| < [[Fullso [l@ll1 < C'lsp]1, on obtient donc

wea® |- [re|<clil.
R
Autrement dit, I'application linéaire L : C}(R) — K définie par L(p) = — [, F¢' est continue
sur (CL(R), || . |]1). Comme C!(R) est dense dans L!'(R), le théoréme de prolongement par densité

permet d’étendre L en une forme linéaire continue L € L'(R)* ~ L*®(R). Il existe donc une fonction

f € L=(R) telle que
Ve € C.(R) /fso——/Fsa’-
R R

En posant G(x) = [ f(t)dt, en écrivant p(z) = [*__¢/(t) dt et en utilisant le théoréme de Fubini,
on obtient la formule d’intégration parties fR fo=— fR G¢' (c’est un bon exercice). Par conséquent,
ona [p F¢' = [, G¢' pour toute fonction ¢ € C}(R). Comme F' et G sont continues, on peut en
déduire (un autre bon exercice) que la fonction F' — G est constante, d’ou le résultat souhaité. 0O

5.1.3 dual de C(K)

Définition 5.1.8 Soit K un espace métrique compact, et soit Bor(K) sa tribu borélienne.

(1) On appellera mesure réelle sur K toute application u : Bor(K) — R de la forme p = vy — vy,
ol vy et vy sont des mesures boréliennes positives finies.

(2) On appellera mesure complexe sur K toute application pu : Bor(K) — C de la forme p =
1+ i, ot py et po sont des mesures réelles.

Exemple Soit v une mesure borélienne positive sur K. Si f : K — C est une fonction borélienne
v-intégrable, alors 'application iy : Bor(K) — C définie par

nid) = [ fav
A
est une mesure complexe sur K. Si f est a valeurs réelles, alors jiy est une mesure réelle.

Preuve. Si f est une fonction positive, alors il est bien connu que py est une mesure positive,
finie car f est v-intégrable. Dans le cas général, on écrit f = f; + ifs, ou fi, fo sont des fonctions

réelles, puis f; = f;" — ot f;7 = max(f;,0) et f; = —min(f;,0), et on obtient une décomposition

7 i

convenable pour fif. O

On peut en fait montrer que toute mesure complexe sur K est du type précédent. Mais la preuve
est loin d’étre immédiate, et on n’aura pas besoin de ce résultat.

Si p = v; — 1 est une mesure réelle, alors les mesures vy et 15 telles que © = v; — 5 ne sont
pas déterminées de maniere unique par . On a cependant le résultat suivant.

Remarque Soit pi une mesure réelle sur K. Si f : K — R est une fonction borélienne bornée,
alors le nombre fK fdv — fK f dvy dépend uniquement de p et non de la décomposition de p sous
la forme p = vy — vy, ou les v; sont des mesures positives.
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Preuve. Si pp = vy — vy = 1] — 1}, alors les deux mesures positives v1o = vy + 14 et v9) = 1] + 15 sont
égales. On a donc [, fdvis = [} fdva, d’ott le résultat. O

La remarque précédente permet de définir sans ambiguité I'intégrale [, fdp lorsque p est une
mesure réelle et f est une fonction borélienne bornée sur K. On peut alors définir I'intégrale de f
par rapport a une mesure complexe p = i + iz en posant

[ fan= [ rame+i [ s,

Il n’y a cette fois aucune ambiguité a priori, car py et s sont uniquement déterminées par p : puq
est la partie réelle de p et s est sa partie imaginaire.

Dans la suite, K est un espace métrique compact. On note C(K) l'espace des fonctions conti-
nues f: K — K, muni de la norme || . ||, et on appellera mesure scalaire sur K une mesure réelle
ou complexe, selon que K =R ou C.

Lemme 5.1.9 Si i est une mesure scalaire sur K, alors l'application f +— fK fdu est une forme
linéaire continue sur C(K).

Preuve. Par définition d’une mesure scalaire, il suffit de traiter le cas d’une mesure positive finie v ; et
dans ce cas le résultat est évident puisque | [, f dv| < v(K) x | f||lo pour toute fonction f € C(K).O

Le résultat suivant, qu’il n’est pas question de démontrer ici, décrit completement les formes linéaires
continues sur C(K). C’est ce théoreme qui fait le pont entre 'approche “ensembliste” et I’approche
“fonctionnelle” de la théorie de 'intégration.

Théoréme 5.1.10 (théoreme de représentation de Riesz)
Si @ est une forme linéaire continue sur C(K), alors il existe une unique mesure scalaire p telle que

a(f) =/deu

pour toute fonction f € C(K).

5.2 Théoreme de Hahn-Banach

5.2.1 Fonctionnelles sous-linéaires

Définition 5.2.1 Soit E un espace vectoriel sur R. Une fonctionnelle sous-linéaire sur E est
une application p : E — R vérifiant les propriétés suivantes.

(1) p(Az) = Ap(z) pour tout x € E et tout X > 0 ; en particulier, p(0) = 0.

(2) p(x +y) < p(z) + p(y) pour tous z,y € E.

Exemple 0 Une forme linéaire est une fonctionnelle sous-linéaire.
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Exemple 1 Une norme est une fonctionnelle sous-linéaire.

Exemple 2 Soit E un espace vectoriel normé, et soit C' C E une partie convexe de E telle que
0 € C. On définit une fonctionnelle sous-linéaire pc : E — R en posant

po(x) :inf{oz > 0; e C’} :
e
On dit que pc est la jauge du convere C, ou encore la fonctionnelle de Minkowski de C'.

Preuve. Comme 0 € CO', tout point x € E est “absorbé” par le convexe C' : si on choisit r > 0
tel que B(0,7) C C, alors T & € C. Par conséquent, I'ensemble {a > 0; z/a € C} est non vide,
donc pe(z) est bien défini pour tout x € E. Il est facile de voir que pe(Ax) = Ape(z) pour tout
x € E et pour tout A > 0. On a de plus p(0) = 0 car % € C pour tout a > 0. Ainsi, la propriété (1)
est vérifiée.

Soient z,y € E, et soient o, 3 > 0 tels que = € C' et 4 € C. En écrivant

IS

r+y a X 6y

a+f a+fa a+pp

x

A—+(1-X)=
Q ( ) ﬁ Y

on voit que £ est combinaison convexe de deux éléments de C, et par conséquent g—fé e C. Par

P atf 1
définition de pc, on en déduit

pC(x_‘_y)Sa—{_ﬁ?

pour tout couple (a, 3) tel que £ € C et % € C. En passant indépendemment a la borne supérieure
en « et en (3, on obtient donc po(z + y) < po(z) + pe(y). Ainsi, la propriété (2) est vérifiée, ce qui
termine la démonstration. O

Remarquons que les jauges sont une généralisation des normes : si (F, || . ||) est un espace vectoriel
normé et si on note B la boule unité de E, alors pgp = || . ||

5.2.2 Enoncé du théoreme

Théoréme 5.2.2 (Hahn-Banach)

Soit E un espace vectoriel sur R, et soit p: E — R une fonctionnelle sous-linéaire. Soit également
V' un sous-espace vectoriel de E, et soit & : V — R une forme linéaire majorée par p, c’est-a-dire
vérifiant ®(z) < p(x) pour tout x € V. Alors il existe une forme linéaire ® : E — R définie sur E
tout entier, qui prolonge ® et reste majorée par p.

Corollaire 5.2.3 (Hahn-Banach)

Soit E un espace vectoriel normé sur K = R ou C. Soit également V' un sous-espace vectoriel de
E, et soit ® : V — K une forme linéaire continue. Alors il existe une forme linéaire continue
d: E —K telle que Dy = @ et ||D|| = ||®]|.

Preuve du corollaire. On doit distinguer le cas réel du cas complexe.

Cas 1 : K = R. Posons C' = ||®||. En appliquant le théoreme avec p = C'|| . ||, on obtient une
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forme linéaire ® : E — R qui prolonge ® et vérifie ®(z) < C'||z|| pour tout = € E. On a alors aussi
—&(z) = B(—z) < C||—z|| = C||z||, dont |<I>( )| < C|z|| pour tout = € E. Par conséquent, ® est
continue et ||®|| < C' = ||®||. Mais comme ® prolonge ®, on a aussi ||®|| > [|®|[, Ao ||®|| = ||®]]. O

Cas 2 : K = C. Posons &g = Re(®P). Alors &g : V' — R est une forme R-linéaire continue, et
on a |[®g|| < ||| car [Pg(z)| < |®(x)| pour tout x € V. D’apres le cas 1, il existe donc une forme
R-linéaire continue ®p : E — R qui prolonge ® et vérifie ||Pg|| < ||P]]. On définit alors ® : £ — C
par

P(z) = Pp(z) — iDg(iz) .
Il est clair que ® est une forme R-linéaire continue. De plus, on a ®(ix) = $g(iz) —i®Pp(—z) = i®(x)
pour tout x € E, donc ® est C-linéaire. Enfin, si z € V, alors

O(x) = Pr(z) — iPr(ix)
= Re(®(z)) — iRe(P(ix))
= Re(®(z)) — iRe(i®P(z)),

la derniére égalité venant de la C-linéarité de ®. Comme Re(iz) = —Im(z) pour tout nombre
complexe z, on obtient donc ®(x) = ®(z) pour tout x € V'; autrement dit, ¢ prolonge .
Il reste & voir qu’on a |®]| = [[®[]. Si z € F, alors il ex1ste un nombre complexe A tel que [A\| = 1

et |®(z)| = A®(z). On a alors |(I>( x)| = <I>~(>\x) = Re(®(\z)) puisque |®(z)] € R; autrement dit
|<I>( )| = @R(Am) On en déduit |P(z)| §~||<I>R|| l|z]| < ||®]|||x|| pour tout x € E, d’oil @] < [|®]].
L’inégalité inverse est évidente puisque ® prolonge .

5.2.3 Preuve du théoreme

Dans toute la suite, la fonctionnelle sous-linéaire p : £ — R et la forme linéaire ® : V' — R sont
fixées. On dira qu'une forme linéaire ¥ : W — R définie sur un sous-espace vectoriel W C FE est
un prolongement admissible de ® si W prolonge ® (autrement dit W 2 V et Wy = @) et si on a
U(z) < p(z) pour tout x € W.

Par hypothese, ® elle-méme est un prolongement admissible de ®. Le théoreme de Hahn-Banach
affirme tres exactement I'existence d’un prolongement admissible de ® défini sur E tout entier.
1 Début de la preuve

Le lemme suivant est le point clé de la preuve du théoreme de Hahn-Banach.

Lemme 5.2.4 Soit V: W — R un prolongement admissible de ®. Sie € E et e ¢ W, il existe une
forme linéaire W : W @ Re — R qui prolonge W et est encore un prolongement admissible de ®.

Preuve. Si U est une forme linéaire sur W @ Re prolongeant ¥, alors, pour = w + e € W & Re,
on a

U(z) = U(w) + Ao,

ou a= \i’(e). Il s’agit donc de prouver qu’il existe un nombre réel « tel que

U(w) + aX < p(w + Xe)
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pour tout couple (w, A) € W xR. L’inégalité est vérifiée pour A = 0, car elle se réduit a ¥(w) < p(w),
w € W. On cherche donc a € R tel que

VA>0 YweW U(w) £ aX < p(w £ Ae),

ce qui s’écrit encore

w w w w
Y\, w) €]0; 00[x W @(-)- (__>< < <_ )-q:(-).
O\ w) €]0; 0] (5 -c)sasp(Pre)-w (s
Pour montrer I'existence d’un nombre « vérifiant cette propriété, il suffit visiblement de prouver
qu’on a

sup{¥(u) — p(u—e); u e W} <inf{p(v +e) — ¥(v); v e W}.

Mais cette derniere inégalité est bel et bien vérifiée, car pour (u,v) € W x W, on a
U(u) +¥(v) < plu+v) <plu—e)+plv+e),

et donc ¥(u) —p(u —e) < U(v) — ¥(v+e). Cela termine la preuve du lemme. O

2 Interlude : lemme de Zorn

Le lemme de Zorn est une des formes équivalentes de ’axiome du choix. Il va intervenir de fagon
essentielle dans la preuve du théoreme de Hahn-Banach.

Rappelons qu’une relation d’ordre sur un ensemble £ est une relation binaire sur £ vérifiant
les propriétés suivantes :

(1) x < x pour tout x € £ (réflexivité)

(2) Six <yetyx,alorsx =y (antisymétrie)

(3)Siz <yety <z alorsxz <Xz (transitivité)

Définition 5.2.5 Soit (£, =) un ensemble ordonné.

(1) On dit qu’une partie A de £ est totalement ordonnée par < si tous les éléments de A sont
comparables pour =, autrement dit, si pour tous r,y € A, on ax <y ouy = .

(2) On dit que l'ordre < est inductif si toute partie totalement ordonnée de £ posséde un magjorant
dans € ; autrement dit, si pour toute partie totalement ordonnée A C &, il existe un point z € £ tel
que a = z pour tout a € A.

(3) On dit qu’un point z € £ est un élément maximal de £ s’il n’existe aucun point x € £ tel que
z=xetx#z.

Les exemples suivant permettront peut-étre de clarifier ces définitions.

Exemple 1 Soit 2 un ensemble contenant au moins 2 points, et soit € = P(Q2), 'ensemble de
toutes les parties de €2. On ordonne £ par inclusion :

A<B& ACB.

Alors £ n’est pas totalement ordonné, mais il possede un plus grand élément, a savoir §2. De ce fait,
& possede un unique élément maximal, et I'ordre < est inductif.
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Exemple 2 Soit £ I'ensemble des compacts de R, ordonné par inclusion. Alors £ n’est pas to-
talement ordonnée, il ne possede aucun élément maximal, et I'ordre < n’est pas inductif.

Exemple 3 Soit E un espace métrique contenant au moins 2 points, et soit £ I'’ensemble des
compacts non vides de E. On ordonne &£ par inclusion inverse :

K<L&sKDL.

Alors £ n’est pas totalement ordonné, l'ordre < est inductif, et les éléments maximaux sont les
singletons.

Voici maintenant I’énoncé du lemme de Zorn.
Lemme de Zorn Tout ensemble ordonné inductif possede un élément maximal.

Le lemme de Zorn intervient dans toutes les mathématiques. Une de ses particularités agréables est
qu’il est toujours tres facile a utiliser. En voici trois applications, qu’on ne détaillera pas.

Exemple 1 Tout espace vectoriel possede une base.

Pour la preuve, on prend pour £ ’ensemble de toutes les familles libres de I’espace vectoriel considéré,
et on ordonne & par inclusion : (€;)ier = (fj)jes si et seulement si {e;; i € I} C {f;; j € J}. On
vérifie sans difficulté que l'ordre est inductif, et qu'une famille libre maximale est nécessairement
une base. O

Exemple 2 Tout espace de Hilbert posséde une base hilbertienne.

La preuve est identique, en prenant pour £ l’ensemble des familles orthonormales de 1’espace de
Hilbert considéré. O

Exemple 3 Dans un anneau commutatif, tout idéal est contenu dans un idéal mazimal.

Pour la preuve, on prend pour £ l'ensemble de tous les idéaux de l'anneau considéré contenant
I'idéal donné et ne contenant pas I’élément unité, et on ordonne a nouveau £ par inclusion. O

3 Fin de la preuve

Notons £ l'ensemble de tous les prolongements admissibles de ®. On ordonne £ de la maniere
suivante : si ¥y, Uy € £, alors

U, XU, & Uy est un prolongement de Wy .

On vérifie sans difficulté que l'ordre £ est inductif : si (V;);c; est une famille totalement ordonnée
de prolongements admissibles, ¥; : W; — R, alors W := [J, W, est un sous-espace vectoriel de FE,
et on définit ¥ : W — R sans ambiguité en posant V(zx) = V;(x) si x € W;; par définition, ¥ est
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un prolongement admissible de ® qui majore toutes les W;. D’apres le lemme de Zorn, £ possede
donc un élément maximal ¥, : Wy — R. Si on avait Wy # FE, alors le lemme 5.2.4 fournirait un
prolongement admissible U, strictement supérieur & ¥y au sens de Pordre <, ce qui contredirait la
maximalité de Wy. Par conséquent, Wy = E. On a donc trouvé un prolongement admissible de ®
défini sur E tout entier, ce qui termine la démonstration du théoreme de Hahn-Banach. O

Exemple 1 (projections)
Soit X un espace vectoriel normé. St E C X est un sous-espace vectoriel de dimension finie, alors
il existe une projection linéaire continue de X sur E.

Preuve. Soit (ey,...,eq) une base de E, et soit (e},...,e5) la base duale dans E*; les ef sont
continues car F est de dimension finie. D’apres le théoreme de Hahn-Banach, on peut prolonger
chaque e} en une forme linéaire continue \; € X*. On définit alors une projection linéaire continue
de X sur E en posant

Exemple 2 L'(R") n'est pas le dual de L®(RT).

On a vu que toute fonction g € L'(R*) définit une forme linéaire continue ®, sur L>(R") par
la formule

ég(f): fg-
R+

On va montrer ici qu’on n’obtient pas ainsi toutes les formes linéaires continues sur L*(R™).

Soit V' C L>®(R™) le sous-espace vectoriel constitué par les fonctions continues f : Rt — R admet-
tant une limite en +00. On définit une forme linéaire ® : V' — K en posant ®(f) = lim, . f(z),
et cette forme linéaire est continue sur (V.|| . ||oo) car |®(f)| < ||f||l pour toute f € V. D’apres le
théoreme de Hahn-Banach, il existe donc une forme linéaire continue ® : L®(R*) — K telle que

VfeV  &(f) = lim f(x).
Tr—00

Supposons qu'’il existe ¢ € LY(RT) telle que o = ®,. Par définition de ®, on doit donc avoir
fR + fg = 0 pour toute fonction f continue a support compact. Cela entraine qu’on a g = 0 presque
partout. En effet, si tel n’est pas le cas, alors, quitte a changer g en —g, on peut supposer qu’il existe
un borélien A C R de mesure strictement positive tel que g > 0 sur A. Par régularité de la mesure
de Lebesgue, A contient un compact K de mesure strictement positive, et on a donc fR+ 1xg > 0.
Mais la fonction 1x est limite simple d’une suite de fonctions continues & support compact (f,)
vérifiant de plus ||f,||lec < 1 pour tout n. D’apres le théoreme de convergence dominée, on a donc
fR+ 1xg =lim, o fR+ fng = 0, d’ou une contradiction.
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5.3 Conséquences du théoreme de Hahn-Banach

5.3.1 Le dual sépare les points

Proposition 5.3.1 Soit E un espace vectoriel normé. Pour tout point x € E, il existe une forme
linéaire continue z* € E* telle que ||x*|| =1 et (z*, x) = ||z]|.

Preuve. On applique le théoréme de Hahn-Banach avec V = Kz et & : V' — K définie par ®(\z) =
Azl O

Corollaire 5.3.2 si E est un espace vectoriel normé, alors E* sépare les points de ¥ : si a,b €
et a # b, alors il existe x* € E* telle que (x*,a) # (x*,b)

Preuve. On applique la proposition a x = b — a. O

Corollaire 5.3.3 Pour tout x € E, on a

||lz|] = sup{ [z, 2)[; 2" € E7, [[z7|] <1}.

Ce dernier résultat peut s’interpreter de la maniere suivante. Tout point € E, peut étre considéré
comme une forme linéaire sur £*; de facon formelle, a x € E, on peut associer la forme linéaire
ip(z) : E* — K définie par

(ip(z), ") = (x*, ) .

Par définition de la norme de E*, la forme linéaire ig () est continue, et ||ig(x)|| < ||z||. Le résultat
précédent affirme qu’on a en fait ||ig(z)|| = ||z||. En résumé :

Corollaire 5.3.4 L’application i : E — E** définie par les identités (ip(x),x*) = (x*,x) est un
plongement (linéaire) isométrique de l'espace vectoriel normé E dans son bidual E**. On dit que
i est le plongement canonique de E dans E**.

Un espace de Banach est dit réflexif si le plongement canonique ¢ : £ — E** est surjectif, autrement
dit si “le dual de E** est E”. Grace a la description des formes linéaires continues sur un espace
de Hilbert ou un un espace L”, on montre sans difficulté que tout espace de Hilbert est réflexif, de
méme que tout espace LP pour 1 < p < oo. En revanche, I'exemple donné a la fin de la section
précédente montre que L'(R™) n’est pas réflexif. Plus simplement, ¢y n’est pas réflexif car “le dual
de ¢y est /Y7 et “le dual de ¢! est ¢>°7.

5.3.2 Critere de densité

Le résultat suivant généralise 5.3.2.

Proposition 5.3.5 Soit E un espace vectoriel normé, et soit F' un sous-espace vectoriel fermé de
E. Pour tout point a & F, il existe une forme linéaire continue z* € E* telle que (x*,a) # 0 et
r* =0 sur F.
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Preuve. Soit a € E'\ F, et posons V = F & Ka. On définit une forme linéaire ® : V' — K en posant
®(a) =1 et $(z) = 0 pour x € F. La forme linéaire ® est continue, car Ker(®) = F et F est fermé
dans F, donc dans V' (voir 4.1.4). Le théoreme de Hahn-Banach permet donc de prolonger ¢ en
une forme linéaire continue ® = z* € E* qui répond & la question. O

Variante. On applique 5.3.2 dans ’espace vectoriel normé quotient E/F, ce qui donne une forme
linéaire continue ® € (E/F)" telle que ®([a]) # 0, ou [a] est la classe de a dans E/F. 1l suffit alors
de poser * =P om, ouw: E — E/F est 'application quotient canonique. O

La proposition précédente permet de donner un tres utile critere de densité pour un sous-espace
vectoriel de F. Introduisons d’abord deux notations. Pour A C E, on pose

At = {z* € E*; (2*,x) =0 pour tout v € A},
et pour B C E*, on pose de méme
B, ={x € E; (2", x) =0 pour tout z* € B}.

Corollaire 5.3.6 (critere de densité)
Soit E un espace vectoriel normé. Si 'V est un sous-espace vectoriel de E, alors (V1Y) =V . En
particulier, V est dense dans E si et seulement si V+ = {0}.

Preuve. Il est clair qu'on a V C (V4) ., et donc V C (V1) car B, est une partie fermée de F pour

tout B C E* (exercice facile). Inversement, si a ¢ V', alors la proposition précédente appliquée a
F =V affirme tres exactement que a ¢ (Vl) L =WVhH,. O

L’exemple qui suit illustre le critere de densité.

Exemple Poura € C tel que |a| > 1, notons f, : [—1;1] — C la fonction définie par

Si (an,) est une suite de nombres complezes telle que |a,| > 1 pour tout n et lim,,_, |a,| = 00, alors
Uespace vectoriel engendré par les fonctions f,, est dense dans C([—1;1]).

Preuve. D’apres le critere de densité, il suffit de montrer que si p est une forme linéaire conti-
nue sur C([—1;1]) vérifiant (u, f,,) = 0 pour tout n € N, alors u = 0. Fixons p.
Sia € C et |a| > 1, on peut écrire

o0

a1 1 tF
f(Z()—al—z_ZakJ’_l?
a k=0
ou la série converge normalement sur [—1; 1], donc au sens de la norme || . ||o. Comme u est une

forme linéaire continue sur C([—1;1]), on en déduit
oo 1 k+1 1
<,u7fa>_;cnx (5) _Qp(a) )
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ot ¢ = (u,t") et o(z) = >0 k2" on a noté t* la fonction ¢t — t*. Comme la suite (c;) est
bornée (|cx| < ||l [|1t*]]ee = ||p]]), 1a fonction ¢ est holomorphe dans le disque unité D = {]z| < 1}.

De plus, on a ¢ al = 0 pour tout n € N, par hypothese sur p. D’apres le principe des zéros isolés,

on a donc ¢ = 0, d’oi ¢, = 0 pour tout k& € N. Comme ¢, = (p1, t*), on a donc (i, P) = 0 pour toute
fonction polynomiale P, d’ou p = 0 car les fonctions polynomiales sont denses dans C([—1;1]). O

5.3.3 Séparation des ensembles convexes

Si on dessine deux ensembles convexes A et B dans le plan qui ne se rencontrent pas, on “voit bien”
qu’il est possible de tracer une droite D telle que A et B sont situés de part et d’autre de D. Ce
résultat n’est pas seulement vrai dans le plan. De fagon précise, on a le résultat suivant, qui est la
forme “géométrique” du théoreme de Hahn-Banach.

Théoréme 5.3.7 (théoreme de séparation des convexes)
Soit E un espace vectoriel normé réel, et soient A, B deux parties convexes de E. On suppose que
A est compact, que B est fermé, et qu'on a AN B = (). Alors il existe une forme linéaire continue
x* € E* telle que

inf{(z*,u); ue A} > sup{(z*,v; v € B}.

Autrement dit, on peut trouver x* € E* et o, f € R tels que
(" u)y > B>a>(z"0v)
pour tous u € A, v € B.

Ce théoreme a une interprétation géométrique tres claire : si A € R est choisi de sorte que supg x* <
A <infy zx*, alors A et B sont situés “de part et d’autre” de I’hyperplan fermé

Hy={x; (z",z) = A}.
Autrement dit, Hy “sépare” les deux convexes A et B, d’ou le nom du théoreme.

Preuve du théoréme. On distingue deux cas.

Cas 1 A est réduit a 1 point {a}. On cherche alors z* € E* telle que (z*,a) > sup{(z*,z); = € B}.
Par translation, on peut supposer 0 € B. Comme a ¢ B et B est fermé, on a d(a, B) > 0. Soit > 0
tel que d(a, B) > r, et posons

C={zx€F; dz,B)<r}.

On vérifie sans difficulté que C' est convexe, et C' est de plus fermé car la fonction = +— d(x, B) est
continue. Comme 0 € B, C' contient la boule fermée B(0,r), donc 0 € C. Soit pc la fonctionnelle
de Minkowski de C,

pe(x) :inf{a>0; 260} .

On sait que pc est une fonctionnelle sous-linéaire. On a po(z) < 1 pour tout = € C, mais en
revanche po(a) > 1. En effet, on peut trouver une suite (a,,) tendant vers pc(a) telle que —eC

pour tout n. Comme C' est fermé, on en déduit pca(a) € C, autrement dit a € pc(a)C. Si on avait

93



po(a) < 1, on en déduirait a € C car C' est convexe et contient 0, d’ou une contradiction.

Soit @ : Ra — R la forme linéaire définie par ®(a) = pc(a). Si x = Aa € Ra, on a ®(x) = Apc(a),
donc ®(z) < 0 < po(z) si A < 0 et ®(z) = pc(Aa) = pe(z) si A > 0; la forme linéaire P est
donc majorée par pc. D’apres le théoreme de Hahn-Banach, on peut trouver une forme linéaire
»:F—R prolongeant ® et majorée par pc. On a alors CD( ) =pcla) > 1, et d(z) < po(r) < 1si
z € B C C. Enfin, |®(z)| = ®(+x) < 1 pour tout = € B(0,7), donc ® est continue et ||®|| < 1/7.
Ainsi, z* = ® convient.

Cas général. On applique le premier cas & A = {0} et
B=A—-B={z—vy; (z,y) € Ax B}.

L’ensemble B est visiblement convexe. Comme A est compact et B fermé, c’est un exercice sans dif-
ficulté notable de montrer que B est également fermé dans E. Enfin, on a 0 € B puisque ANB = (). O

Voici une conséquence immédiate du théoreme de séparation des convexes.

Corollaire 5.3.8 Soit X un espace vectoriel normé réel, et soit C' un convexe fermé de X.
(1) Siae X eta ¢ C, alors on peut trouver x* € X* telle que (x*,a) > sup{(z*,2); z € C}.
(2) Si C # X, alors C' est une intersection de demi-espaces fermés.

Preuve. La partie (1) découle du théoreme de séparation des convexes appliqué a A = {a} et B = C.
On en déduit que pour tout point a € X\ C, on peut trouver un demi-espace fermé H tel que C' C H
et a € H. Par conséquent, C est l'intersection de tous les demi-espaces fermés qui le contiennent,
ce qui prouve (2). O

De la preuve du théoreme de séparation des convexes, on tire également un autre résultat du méme
type.

Corollaire 5.3.9 Soit Z un espace vectoriel normé réel, et soit 2 un ouvert convere de Z. Si a
est un point de Z et a & §2, alors il existe une forme linéaire continue non nulle z* € Z* telle que
(z*,a) > sup{(z*, 2); z € Q}.

Preuve. Par translation, on peut supposer 0 € 2. On reprend alors le raisonnement de 1'étape 1
dans la preuve du théoreme de séparation des convexes, en considérant la fonctionnelle sous-linéaire
pa- Cela donne une forme linéaire continue z* telle que (z*,a) = pa(a) et z* < pg. Comme a & €,
on a pg(a) > 1, tandis que po(z) < 1 pour tout z € €. Par conséquent, z* convient. O

Exemple 1 Convexes et intégrales

Comme illustration de 5.3.8, on va démontrer le résultat suivant, mentionné au chapitre 4 (voir la
remarque suivant 4.4.3).

Lemme 5.3.10 Sotent K un espace métrique compact, et j une mesure de probabilité borélienne sur
K. Soient également X un espace de Banach, et C' une partie conveze fermée de X. Si p: K — X
est une fonction continue prenant ses valeurs dans C, alors fK pdu e C.
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Preuve. D’apres 5.3.8, il suffit de prouver le résultat lorsque C' est un demi-espace fermé, c¢’est-a-dire
un ensemble du type {z; (z*,x) > a}, ou z* € X* et @ € R. Mais dans ce cas, il suffit d’écrire

<x*, /| wdu>= [t oy ant 2 o [ dn=a.

Exemple 2 Hyperplan d’appui au graphe d’une fonction conveze

Comme application de 5.3.9, on va maintenant démontrer le résultat suivant, qui signifie que le
graphe d’une fonction convexe continue possede en tout point un “hyperplan d’appui”.

Proposition 5.3.11 Soit E un espace vectoriel normé réel, et soit f : E — R une fonction convezxe
continue. Pour tout point vy € E, il existe une fonction affine continue ¢ : E — R telle que

o(xo) = f(xo) et p(x) < f(z) pour tout x € E.

Preuve. Fixons zy € E, et posons
Q={(z,\) e ExR; A> f(x)}.

Comme f est convexe continue, () est un ouvert convexe de Z = E x R. De plus, le point a =
(x0, f(z0)) nappartient pas a €. D’apres 5.3.9, on peut donc trouver une forme linéaire continue
non nulle  : £ x R — R telle que ®(a) > ®(z) pour tout z € Q. La forme linéaire ® est donnée
par

Oz, A) = (2", z) + ¢,
ol x* € E* et ¢ est une constante. Par définition de ®, on a ainsi
() (x*,z0) + cf (xg) > (z", ) + e\

pour tout x € F et pour tout A > f(x). Si on avait ¢ = 0, on en déduirait (z*, z¢) > (z*,z) pour
tout x € E, d’'ou z* = 0, ce qui est exclu puisque ® # 0. Si on avait ¢ > 0, alors (*) conduirait a
une contradiction en faisant tendre A\ vers +00. On a donc ¢ < 0, et quitte a diviser par —¢, on peut
supposer ¢ = —1. Ainsi, on a (z*, x¢) — f(zo) > (x*,2) — X pour tout = € E et pour tout A > f(x).
En fixant x et en faisant tendre A vers f(z), on en déduit

(x*, o) — f(wo) > (2%, 2) — f(x)
pour tout z € E. Par conséquent, il suffit de poser p(z) = f(zo) + (x*,x — z0). O

Corollaire 5.3.12 Soit E un espace vectoriel normé réel. Si f : E — R est une fonction convexe,
alors f est l’enveloppe supérieure d’une famille de fonctions affines continues : il existe une famille
(pi)ier de fonctions affines continues telle que f = sup; ;.

Preuve. 11 suffit de prendre pour (¢;) la famille de toutes les fonctions affines continues majorées
par f, et d’appliquer la proposition. O

Voici pour finir la version complexe du théoreme de séparation des convexes.
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Remarque 5.3.13 Si A et B sont comme dans le théoreme de séparation des convexes, et si I/ est
cette fois un espace vectoriel normé complexe, alors on peut trouver une forme linéaire continue
x* € E* telle que

inf{Re (z*,u); u € A} > sup{Re (z",v); v € B}.

Preuve. Le théoreme de séparation des convexes fournit une forme R-linéaire continue ® : £ — R
séparant A et B. Il suffit alors de remarquer que ® est la partie réelle d’une (unique) forme C-linéaire
continue z*, définie par (z*,z) = ®(x) — iP(ix). O

5.4 Adjoint d’un opérateur

5.4.1 Cas général

Dans cette section, X et Y sont des espaces vectoriels normés sur le méme corps K = R ou C.

Soit T' € L(X,Y). Si y* € Y*, alors 'application x — (y*, T'(x)) est une forme linéaire continue sur
X. Comme cette application dépend de y* et de T, il est acceptable de la noter 7*(y*). On obtient
ainsi une application 7% : Y* — X*, qui est entierement définie par les identités

<T*(y*)7l’> = <y*,T(:E)>,
ouy €Y etre X.

Théoreme 5.4.1 Si T € L(X,Y), alors lapplication T* : Y* — X* est linéaire continue, et on a
\T*|| = |T)|. L’opérateur T* € L(Y*, X*) s’appelle I'adjoint de 'opérateur T .

Preuve. La linéarité est évidente. De plus, on a

sup [|T*(y*)|| = sup sup [(T*(y*),z)|;
[ly*[1<1 [ly*[I<1 Jlz]|<1
= sup sup [(y*,T(z))]
[|z]|<1 [ly*]]<1
= sup |[|[T(z)|[,
[|=|<1

ou la derniere égalité découle du théoreme de Hahn-Banach (voir 5.3.3). Par conséquent, 7% est
continue et ||T7*|| = ||T||. O

Exemple Soit F : L'([0; 27]) — ¢o(Z) la transformation de Fourier, définie par

Ff=(alf))nez

ott les ¢,(f) sont les coefficients de Fourier de f. Alors 'opérateur F* : (1(Z) — L°°(]0;27]) est

donné par la formule
+oo

Fra(t) = Z a,e™ .

—00

La preuve du résultat suivant est immédiate.
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Proposition 5.4.2 Si S € L(X,Y) et T € L(Y, Z), alors (TS)* = S*T™*.

Le résultat suivant est également tres simple, mais souvent utile. Rappelons que si A est une partie
d’un espace vectoriel normé FE, on pose

At ={2" € X*; (z*,a) =0 pour tout a € A}.
Proposition 5.4.3 Si T € L(X,Y), alors Ker(T*) = Im(T)*.

Preuve. 11 suffit d’écrire que pour y* € Y* on a T*(y) = 0 si et seulement si (T*(y),z) = 0 pour
tout z € X. O

Corollaire 5.4.4 SiT € L(X,Y), alors T* est injectif si et seulement si T est a image dense.

Preuve. Cela découle de la proposition et du critere dual de densité. O

Notons que ce résultat n’est pas symétrique : il n’est pas vrai que T™ est nécessairement a image
dense si T est injectif. Par exemple, si F : L'([0;27]) — co(Z) est la transformation de Fourier, alors
F est injectif, mais F* : ¢1(Z) — L*([0;27]) n’est pas a image dense, car son image est contenue
dans C([0; 27]), qui n’est pas dense dans L*>([0; 27]).

Dans le méme esprit, voici un résultat caractérisant la surjectivité en termes d’adjoint. La preuve
est instructive, car elle mélange le théoreme de Hahn-Banach et le théoreme de 'image ouverte.
C’est donc un excellent “résumé” de la fagon dont ces résultats peuvent étre utilisés.

Proposition 5.4.5 Soient X etY deux espaces de Banach réels. Pour un opérateur T' € L(X,Y),
les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) T est surjectif.

(2) Il existe une constante ¢ > 0 telle que Vy* € Y* || T*(y*)| > c|ly*]-

(3) T* est injectif et a image fermée.

Preuve. Si T est surjectif, alors, d’apres le théoreme de l'image ouverte, on peut trouver une
constante C' < oo telle que By C T(CBy). En écrivant la définition de la norme de T*(y*),
on en déduit que (2) est vérifiée avec ¢ = & ; les détails sont laissés en exercice. Par conséquent, (1)
entraine (2). L’équivalence de (2) et (3) découle du théoreme d’isomorphisme de Banach et a déja
été démontrée (voir 4.5.5). Il reste donc a montrer que (2) entraine (1).

Supposons (2) vérifiée pour une certaine constante ¢ > 0. D’apres le théoreme 4.5.8; il suffit, pour
établir la surjectivité de T', de montrer qu'’il existe une constante C' < oo telle que T'(C'Bx ) contient

la boule By. On va “bien sur” prendre C = % Posons B = (%B x), et supposons qu’il existe un
point yg € By tel que yy € B. D’apres le théoreme de séparation des convexes, on peut alors trouver

une forme linéaire y§ € Y* telle que (yg,vo) > sup{(yJ,y; v € B}. Comme |yo|| < 1, on a alors

ol = (v5:v0) > SUP%(Z/(S,T(%)); T € %B)i}
= sup (T (y5), 2); [|l=]| < i
= 2Tl

ce qui contredit (2). On a donc bien montré que (2) entraine (1). O
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Remarque. La proposition précédente est en fait valable également pour des espaces de Banach
complexes. Il faut juste adapter la preuve de l'implication “(1) entraine (2)”. Le théoréeme de
séparation des convexes fournit une forme R-linéaire ® : Y — R. Cette forme R-linéaire ¢ est
la partie réelle d'une unique forme linéaire continue g, définie par (y5,y) = ®(y) — i®(iy). En
utilisant ¥, la démonstration fonctionne encore si on observe que pour toute forme linéaire z* € X*
(ici 2* = T*(y5)), on a ||z*|| = sup{Re (z*, z); ||z < 1}.

5.4.2 Cas hilbertien

Dans cette section, les lettres H, K, L désignent des espaces de Hilbert, sur le méme corps K = R
ou C. On note systématiquement ( , ) les produits scalaires, avec la convention habituelle dans le
cas complexe : (x,y) est linéaire par rapport a y et antilinéaire par rapport a x.

SiT € L(H, K), alors T* est par définition un opérateur linéaire de K* dans H*. Mais comme K*
s'identifie canoniquement a K et H* a H, 'opérateur T™ s’identifie a un opérateur de K dans H,
que l'on notera encore T%, et qu’on appelle toujours 'adjoint de T'. Ainsi T : K — H est défini
par la propriété suivante :

V(z,y) e Kx H (I"(x),y) = (x,T(y)) .

Il est important de noter que l'application 7' — T* est linéaire de L(H, K) dans L(K, H) si les
espaces de Hilbert H et K sont réels, mais antilinéaire dans le cas complexe.

n vérifie immédiatement que si T' € L(H, K), alors (T*)* = T'. Ainsi, Uapplication T' +— T* est une
involution, et est donc en particulier bijective de L(H, K) sur L(K, H). Une conséquence de ce fait
est que si un énoncé général concernant 7" et T™ est vrai, alors I’énoncé obtenu en échangeant les roles
de T et T™ est également vrai (et vice versa). Par exemple, on sait qu'un opérateur 7' € L(H, K)
est & image dense si et seulement si 7™ est injectif, et on en déduit qu’un opérateur T' € L(H, K)
est injectif si et seulement si 7% est a image dense.

Exemple 1 Si on prend H = K% muni de sa norme euclidienne usuelle, un opérateur T € £(K¢)
s’identifie & sa matrice M dans la base canonique de K?. Alors la matrice M* de T* est la trans-
conjuguée de M : si M = (a;;), alors M* = (a;).

Preuve. Notons (e, .. ., eq) la base canonique de K¢. Alors T'(e;) = >, aije;, et donc a;; = {e; T'(e;)
pour tout couple (7, j). Par conséquent, les coefficients de M* sont donnés par aj; = (e;, T*(e;)) =

(T(er); e5) = (e, T(er)) = @i

O

Exemple 2 L’exemple précédent se généralise en dimension infinie. Soit H = ¢*(N), et notons e;
le i-éme vecteur de la “base canonique” de ¢*(N). Si T' € L(H), alors T est entierement déterminée
par la “matrice infinie” M = (a;;) = ((e;,T(e;))). La matrice associée a T™ est M* = (a;;).

L’exemple suivant généralise les deux précédents.
Exemple 3 Soit (Q, A, 1) un espace mesuré (comme toujours o-fini). Pour K € L*(Q x Q),

notons Tk : L*(Q) — L*Q) lopérateur associé au noyau K. On a alors (Tx)* = Tg~, ou
K*(z,y) = K(y, ).
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Preuve. Rappelons que I'opérateur Tk est défini par

Ty f(x /Ka:y ) dpu(y).

Si f € L*(Q), on a formellement

(Txfog)e = / Trf (@) 9(x) du(z)
=szK< 9) o(z) du(e)duy)
- / Qf_)K( ©) 9(z) dyu()du(y)

/ fly du(y)

faTK* >

ce qui est le résultat souhaité. La justification de ce calcul repose bien entendu sur le théoreme de
Fubini : il suffit de montrer qu'on a [, o |[K(x,y)|[f(y)||g(x)| du(z)du(y) < oo, ce qui se prouve &
I’aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Les détails sont laissés en exercice. O

Exemple 4 Si p est une projection orthogonale, alors p* = p.

Preuve. Notons E 'image de p. Si z,y € H, alors (z,p(y)) = (p(x),p(y)) car p(y) € E et x — p(x)
est orthogonal & E. De méme, on a (p(z),y) = (p(x),p(y)) car p(z) € E et y — p(y) € E+. Par
conséquent, on a (z,p(y)) = (p(x),y) pour tous z,y € H, d’ou le résultat. O

5.4.3 Norme d’un opérateur auto-adjoint

Si T € L(H) est un opérateur quelconque, alors, par définition de ||T'|| et grace a I'identité ||u|| =
sup{[(w, y); [lyll <1}, on a

1T} = sup{|(T'(=), »)l; [l <1, flyll < 1}

Dans le cas ou l'opérateur T' est auto-adjoint (7% = T'), on a le résultat suivant, souvent utile.

Proposition 5.4.6 Si T € L(H) est auto-adjoint, alors on a ||T|| = sup{|(T(x),z)|; ||z|| < 1}.
En particulier, si T' est auto-adjoint et si (T'(z),x) = 0 pour tout x € H, alors T = 0.

Preuve. Posons M = sup{|(T(z),x)|; ||z|] < 1}. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
[(T(x),z)| < ||T(@)||||z|| < ||T|| pour tout x € By, et donc M < ||T||. C’est I'inégalité inverse qui
est intéressante.
Par définition de M, on a

(T (), )] < M |[alP
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pour tout x € H. D’autre part, comme 7' est auto-adjoint, on a par “polarisation” :

Re(T(z),y) = - ((T(x+y),z+y) — (T(x —y),z —y))

IO,

pour tous z,y € H. On en déduit Re (T'(z),y) < 2 (||z + y||* + ||z — y||*), autrement dit

Re (T(x), ) < 5 (Il + [lyI1?)

pour tous z,y € H. Le membre de droite ne change pas si on remplace y par Ay, ou |[A\| = 1. En
choisissant A tel que (T'(z), A\y) = |[(T(z),y)|, on obtient donc

(T@), 0] < o (el + |[]P?)

2
pour tous z,y € H. En remplacant x par tx et y par 4, ou t > 0 cela donne

t2

M [lylf?
(Tl < (2l + ).
d’ol finalement, en optimisant par rapport a t2 :

Ve,ye H  [(T(x),y)] < M|[z[[[[y]].

On a donc bien ||T]| < M, ce qui termine la démonstration. O

Remarque Si on veut simplement montrer qu'on a M # 0 si T # 0, alors on peut aller beau-
coup plus vite : si M = 0, alors (T'(z + y),x + y) = 0 pour tous z,y € H, d'on Re (T'(z),y) =0
pour tous z,y € H (en développant le produit scalaire), et donc 7" = 0. La méme preuve fournit le
résultat purement algébrique suivant : si F/ est un K-espace vectoriel et st B : E X EE — K est une
forme hermitienne vérifiant B(x,x) = 0 pour tout x € E, alors B = 0.

5.5 Convergence faible

Définition 5.5.1 Soit E un espace vectoriel normé.

(1) On dit qu’une suite (x,) C E converge faiblement vers un point v € E si (x*,z,) tend vers
(x*, ) pour tout x* € E*.

(2) On dit qu’une suite (z}) C E* converge préfaiblement vers un point x* € E* si (x},z) tend
vers (z*, x) pour tout x € E.

Ces définitions appellent plusieurs remarques.

Remarque 1 La convergence en norme entraine la convergence faible ou préfaible. La réciproque
est fausse en général, mais elle est vraie en dimension finie.

Preuve. Il est clair que la convergence en norme entraine la convergence faible. Si on prend E = (?(N)
et si on note e, le n-ieme vecteur de la “base canonique”, alors (x, e, ) tend vers 0 pour tout x € H,
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donc (e,,) converge faiblement vers 0; mais on a ||e,|| = 1 pour tout n, donc (e,) ne converge pas
vers 0 en norme. Enfin, si X est de dimension finie, on peut supposer E = (R4, || . ||o). Alors la
convergence faible entraine la convergence “coordonnée par coordonnée” car les applications co-
ordonnées sont des formes linéaires continues; et cette derniere est simplement la convergence en
norme. O

Remarque 2 On a unicité de la limite : une suite ne peut pas converger faiblement ou préfaiblement
vers deuz points différents.

Preuve. Si (z,) converge faiblement vers a et vers b, alors (z*,a) = (z*,b) pour tout z* € E*,
donc a = b car E* sépare les points de E. La démonstration est identique pour la convergence
préfaible ; elle est méme plus simple car elle n’utilise pas le théoreme de Hahn-Banach. O

Remarque 3 Sur E*, la convergence faible entraine la convergence préfaible. La réciproque est
fausse.

Preuve. La premiere assertion est évidente puisque F peut étre considéré comme une partie de (E*)*.
Pour montrer que la réciproque est fausse en général, on peut par exemple considérer F = ¢y. Alors

E* g'identifie & ¢! et E** & (. Si on pose e, = (0,...,1,0,0...), alors (e,) converge préfaiblement
vers 0 dans ¢!; mais (e,) ne converge pas faiblement vers 0, car si on pose z* = (1,1,1,...) € £*,
alors (z*,e,) = 1 pour tout n. O

Proposition 5.5.2 Toute suite faiblement convergente (x,) C E est bornée. Si E est un espace de
Banach, alors toute suite préfaiblement convergente (x)) C E* est bornée.

Preuve. Soit (x,) C E convergeant faiblement vers z € E. Par hypothese, pour tout z* € E*, la
suite ({(x*,z,)) est bornée. Autrement dit, si on note ig : E — E** le plongement canonique de E
dans son bidual, la suite (ig(x,)) € E** est simplement bornée sur £*. Comme E* est un espace
de Banach, il découle du théoreme de Banach-Steinhaus que la suite (ig(z,)) est bornée en norme.
Et comme ig est une isométrie, on en déduit que la suite (z,,) est bornée.

La preuve est identique pour la convergence préfaible. O

Proposition 5.5.3 Soit C' C E une partie convexe fermée. Si (x,) est une suite de points de C
convergeant faiblement vers x € E, alors x € C.

Preuve. Supposons z ¢ C. D’apres le théoreme de séparation des convexes, on peut trouver z* € E
telle que Re (z*,z) > 1 et Re (z*, 2) < 1 pour tout z € C. En particulier, on a Re (z*, z,,) < 1 pour
tout n, d’'ott Re (*,z) <1 < Re (z*, z). Cette contradiction prouve que x € C. O

Le résultat suivant est fondamental.

Théoréme 5.5.4 (Banach-Alaoglu)
Si lespace vectoriel normé E est séparable, alors toute suite bornée (x¥) C E* posséde une sous
suite préfaiblement convergente.
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* *

Preuve. Soit (x}) une suite bornée dans E*. Alors la suite (z},

bornée. D’apres le théoreme d’Ascoli 6.2.6, elle possede donc une sous-suite (x;“Lk) qui converge
simplement sur E (et uniformément sur tout compact) vers une fonction continue ® : £ — K.
Comme les z;, sont linéaires, ® l'est également, donc ® € £*. Cela termine la démonstration. O

) est équicontinue et simplement

Corollaire 5.5.5 Si H est un espace de Hilbert, alors toute suite (x,) C H posséde une sous-suite
faiblement convergente.

Preuve. Si H est séparable, cela découle du théoreme et de l'identification entre H* et H. Dans
le cas général, on considere l'espace de Hilbert séparable Hy = Vect {z,; n € N} et on utilise la
décomposition H = Hy & Hy . Les détails sont laissés en exercice. |

Le théoreme de Banach-Alaoglu possede d’innombrables applications. En voici une.

Proposition 5.5.6 Soit H un espace de Hilbert, et soit C' C H une partie convexe fermée bornée.
Si f: C — R est une fonction convexe continue, alors f est minorée et atteint sa borne inférieure.

La preuve est basée sur le lemme suivant.

Lemme 5.5.7 Soit H un espace de Hilbert. Si (C,) est une suite décroissante de convezes fermés
bornés non vides de H, alors ), Cy, # 0.

Preuve. Pour n € N| choisissons un point x,, € C,,. Alors la suite (z,) est bornée car z,, € Cy pour
tout n et Cy est borné. D’apres le théoreme de Banach-Alaoglu, (z,) possede une sous-suite (x,, )
qui converge faiblement vers un point x,, € H. Si n est fixé, on a ny > n pour k assez grand, donc
Ch, C Cy, et donc z,, € C,,. Comme C,, est convexe fermé et (z,,) converge faiblement vers x,
on en déduit x., € C,,, pour tout n € N. |

Preuve de 5.5.6. On applique le lemme aux ensembles C), définis par
Co={z€C; f(z) <an},

ou («,) est une suite strictement décroissante convergeant vers info f € [—oo; +oo[. Les C), sont
non vides par définition, ils sont convexes car f est convexe, fermés car f est continue, et bornés
car C' est borné. On a donc ), C,, # 0, autrement dit {z € C; f(z) = infe f} # 0, ce qui termine
la démonstration. O
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Chapitre 6

Espaces de fonctions continues

6.1 Théoréeme de Stone-Weierstrass

Le théoreme de Weierstrass classique affirme que toute fonction continue sur un intervalle compact
[a;b] € R est limite uniforme de fonctions polynomiales. On sait également que toute fonction
continue 27-périodique f : R — C est limite uniforme de polynomes trigonométriques : cela découle
par exemple du théoreme de Fejer. On va démontrer ici un théoreme tres général qui englobe ces
deux résultats classiques, et possede de nombreuses autres applications.

Dans toute cette section, K est un espace métrique compact. Une fois le corps K = R ou C
spécifié, on note C(K) I'espace des fonctions continues sur K a valeurs dans K.

On dit qu’une partie A de C(K) est une sous-algébre de C(K) si A est un sous-espace vecto-
riel de C(K) stable par multiplication. Et on dit qu'une partie A de C(K) sépare les points de
K si pour tout couple (z,y) € K x K avec x # y, on peut trouver une fonction f € A telle que

fy) # f(=).

Théoréme 6.1.1 (Stone-Weierstrass, cas réel)
Soit A un sous-algébre de C(K,R). On suppose que A contient les fonctions constantes, et que A
sépare les points de K. Alors A est dense dans C(K,R).

La démonstration utilise deux lemmes.

Lemme 6.1.2 ] existe une suite de polynomes a coefficients réels (P,) qui converge uniformément
vers la fonction t — |t| sur [—1;1].

Preuve. On pose Py = 0, et

Pan(t) = Palt) + 5 (7 Pa0)).

Comme [t| — P1(t) = ([t — Pu(t))(1 — 5(|¢t| + Pu(t))), une récurrence facile montre qu'on a
0 < P,(t) < |t| pour tout n et pour tout ¢ € [—1;1]. On en déduit que la suite (P,) est croissante,
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et converge simplement vers une fonction f > 0 vérifiant 1(t* — f(t)*) = 0 pour tout ¢, autrement
dit vers la fonction ¢t — |t|. Pour montrer que la convergence est en fait uniforme, on peut utiliser
le théoreme de Dini : les P, sont continues, leur limite également, et la suite (P,) est croissante,
donc le théoreme s’applique. On peut aussi raisonner comme suit : 'identité |t| — P,1(t) = (|t| —
P, (t))(1 — 5(|t| + Pa(t))) montre qu'on a [t| — Py (t) < (1 — %l)(lt\ — P,(t)) pour tout n € N; on

en déduit " .
[t| — P,(t) < — lﬂ X [t| < min — ﬂ )
2 2

et on conclut alors sans difficulté majeure a la convergence uniforme (c’est un bon exercice). O

Corollaire 6.1.3 Soit A une sous-algébre de C(K,R). Si f € A, alors |f| € A. Si f,g € A, alors
sup(f, g) et inf(f,g) appartiennent a A

Preuve. Soit f € A; pour montrer que |f| € A, on peut supposer ||f||c < 1. D’apres le lemme, |f|
est limite uniforme d’une suite de polynomes en f. Ces polynomes en f appartiennent a A puisque
A est une algebre, donc | f] € A. On en déduit que si f, g € A, alors sup(f,g) = 2(f+g+|f —gl)
et inf(f,g) = 3(f + g — |f — g|) appartiennent également a A. O

Lemme 6.1.4 Soit A un sous-espace vectoriel de C(K,R). On suppose que A contient les fonctions
constantes et sépare les points de K. Alors A vérifie la propriété d’ “interpolation” suivante : pour
tout couple (xz,y) € K x K tel que x # y et pour tout couple (c, 5) € R x R, il existe une fonction

f e Atelle que f(x) = a et f(y) = 0.

Preuve. Soient z,y € K, avec  # y. Comme A sépare les points de K, on peut trouver une fonction
g € A telle que g(x) # g(y). Alors le déterminant du systéme linéaire

{ N(z)+p =a
Ay)+p =P

est non nul, donc ce systéme possede un unique couple solution (A, ). Comme A est un espace
vectoriel et contient les constantes, la fonction f = Ag+ pl appartient a A, et répond a la question.
O

Preuve du théoréme de Stone-Weierstrass. 11 suffit de montrer que pour toute fonction ¢ € C(K,R)
et pour tout £ > 0, il existe une fonction f € A telle que |[f — ¢|[ < &. Fixons ¢ et £. On cherche
donc f e Atelleque p —e < f<p+e.

Etape 1 Pour tout x € K, on peut trouwver une fonction f, € A telle que fo(x) = @(x) et fr > p—e.

Preuve. Fixons x € K. Pour tout y € K, on peut, grace au lemme 6.1.4, trouver une fonction
f¥ e A telle fY(x) = p(z) et fY(y) = ¢(y). Par continuité de fY et de ¢, on peut trouver un
voisinage ouvert V¥ de y tel que fY > ¢ — ¢ sur VY. La famille (V¥),cx est un recouvrement
ouvert du compact K, donc on peut trouver y;,...,y, € K tels que K = V¥ U ... U V%, Po-
sons alors f, = sup(f¥,..., f¥). Alors f, € A d’apres 6.1.3. De plus, on a f.(z) = ¢(x), et
fe > @ — e par construction. En effet, tout point z € K est dans un certain V¥ et on a donc
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fo(2) 2 f1(2) > 9(z) —e. O
Etape 2 Eristence de la fonction f.

Pour tout x € K, soit f, la fonction donnée par I'étape 1. Par continuité de f, et de ¢, on
peut trouver un voisinage ouvert V, de x tel que f, < ¢ + € sur V,. On conclut alors comme
précédemment en posant f = inf(f,,,..., fz,.), o0 @1, ..., T, sont choisis de sorte que | J;" Vi, = K.

La fonction f appartient & A = A, d’apres 6.1.4 appliqué a I'algebre A. O

7

Corollaire 6.1.5 (Stone-Weierstrass, cas complexe)

Soit A une sous-algébre de C(X,C) contenant les fonctions constantes et séparant les points de K.
On suppose de plus que A est auto-conjuguée, ce qui signifie que si f € A, alors f € A. Alors A
est dense dans C(K,C).

Preuve. Posons Ag = ANC(K,R). Alors Ag est une sous-algebre de C(K,R) qui contient les fonc-
tions constantes. De plus, si f € A, alors Re(f) et Im(f) appartiennent a A, donc a Ag : en effet, on
a Re(f) = %, donc Re(f) € A puisque A est auto-conjuguée, et de méme pour Im(f). Comme A
sépare les points de K, on en déduit que Ag sépare également les points de K. D’apres le théoreme
de Stone-Weierstrass réel, Ag est donc dense dans C(K,R). Par conséquent, Ag + iAr est dense
dans C(K,C), ce qui termine la démonstration puisque Ag + iAg C A. O

Exemple 1 Si [a;b] est un intervalle compact de R, alors les fonctions polynomiales sont denses
dans C([a;b)). Plus généralement, si K est un compact de R?, alors les fonctions polynomiales en
les d variables x1,...,xq sont denses dans C(K).

Ce résultat est purement existentiel : il affirme que pour toute fonction continue f, on peut trouver
une suite de polynémes (P,) qui converge uniformément vers f, mais ne donne pas de méthode
pour construire de tels polynomes.

Il se trouve qu’il existe effectivement des procédés explicites d’approximation. Par exemple, si
f:[0;1] — C est continue, alors les polynémes B, f définis par

Buste) =35 (1) et — oy

convergent uniformément vers f, ce qui n’a rien d’évident. Ces polynomes sont les polynémes de
Bernstein associés a f.

On peut aussi approcher par convolution, en utilisant 4.4.2. Pour n € N, posons ¢, (z) = ¢,(1—22)",
ou la constante ¢, est choisie de sorte que f_ll ¢, = 1. On vérifie que si on pose k, = 1_1;11¢n,
alors la suite (k,) est une unité approchée dans L'(R). Par conséquent, si f : R — C est continue
a support compact, alors P, f = f % k,, converge vers f uniformément. Explicitement, on a

P.f(x) = cn/_lf(x —t)(1 —t*)"dt.
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Par changement de variable, on a aussi P, f(z) = [g f(t)kn(x —t)dt. Comme © — ¢ € [—1;1] si
lz] <1/2 et |t| < 1/2, on en déduit que si f est nulle en dehors de [—1/2;1/2], alors

—e. [ FO0 — (@ — 07" dt

pour tout x € [—1/2;1/2]. En développant (1 — (x — ¢)*)", on constate donc que les P, f sont po-
lynomiales sur [—1/2;1/2]. On obtient donc ainsi une approximation explicite par des polynomes
pour toute fonction f continue a support dans [—1/2;1/2].

Exemple 2 Toute fonction continue 2mw-périodique f : R — C est limite uniforme de polynomes
trigonométriques.

Preuve. Soit f R — C continue 27-périodique. Alors il existe une unique application f T—C
telle que f(e) = J(t) pour tout ¢ € R. De plus, I'application f est continue. En effet, si C' est un
fermé de C, alors f~1(C) = p([0;27] N f~1(C)), ot p : R — T est I'application t — e : cela vient du
fait que la restriction de p a [0; 27| est surjective. Comme f est continue, f~(C) est un fermé de R,
donc [0;27] N f~1(C) est compact. Par continuité de p on en déduit que f~1(C) est compact, donc
fermé dans T. Comme C' est un fermé arbitraire de C, cela prouve que f est continue sur T. Notons
A la sous-algebre de C(T) ‘engendrée par les fonctions constantes, la fonction z — z et la fonctlon
2+ 1/z; autrement dit, A est constituée par toutes les fonctions P de la forme P(z) = D oier @i
ott I est une partie finie de Z et les a; sont des nombres complexes. Alors A contient les constantes,
et elle sépare les points de T gréace a la fonction z +— z. De plus, A est auto-conjuguée car Z = 1/z
si z € T. On peut donc appliquer la version complexe du théoreme de Stone-Weierstrass : pour tout
e > 0, il existe une fonction P € A telle que que ||P — f|| < €. Si on pose P = P(e'), alors P est
un polynéme trigonométrique et ||P — f||e < €. O

Ici encore, on dispose aussi de procédés d’approximation explicites, par exemples par les sommes
de Fejer.

Exemple 3 Si (K, d) est un espace métrique compact, alors les fonctions lipschitziennes sont denses
dans C(K).

Preuve. Notons Lip(K) I'ensemble des fonctions lipschitziennes f : K — C. Il est clair que Lip(K)
est un sous-espace vectoriel de C(K') contenant les fonctions constantes, et il n’est pas difficile de
montrer que Lip(K) est en fait une sous-algebre de C(K'). De plus, Lip(K) sépare les points de K.
En effet, si a,b € K, a # b, alors la fonction f définie par f(z) = d(x, a) est lipschitzienne, et on a
f(a) =0 #d(a,b) = f(b). On peut donc appliquer le théoreme de Stone-Weierstrass. O

Dans ce cas aussi, on peut donner des procédés d’approximation explicites. Si f € C(K,R), on
vérifie que pour tout A > 0, la fonction f, définie par

Ia(x) = inf{f(y) + Ad(z,y)}

est A-lipschitzienne sur K (c’est en fait la plus petite fonction A-lipschitzienne majorant f), et que
fr(z) tend vers f(z) uniformément quand A tend vers 'infini. C’est un excellent exercice.
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Exemple 4 Soient (K,dg) et (L,dr) deux espaces métriques compacts. Notons C(K) ® C(L)
le sous espace vectoriel de C(K x L) engendré par les fonctions f : K x L — C de la forme
f(z,y) = u(x)v(y), ovu e C(K) etv e C(L). Alors C(K) ® C(L) est dense dans C(K x L).

Preuve. On vérifie sans difficulté que C(K) ®C(L) est une sous-algebre auto-conjuguée de C(K x L)
contenant les fonctions constantes. De plus, si (z,y) et (2/,y’) sont deux points distincts de K x L,
alors la fonction f : K x L — C définie par f(u,v) = dk(z,u)+ dr(y,v) appartient a C(K) @ C(L),
et on a f(a) =0%# f(b). On peut donc appliquer le théoreme de Stone-Weierstrass. O

Voici enfin un exemple montrant que dans le cas complexe, on ne peut pas s’affranchir de 1’hy-
pothese que l'algebre A est auto-conjuguée.

Exemple 5 Soit K = D, le disque unité fermé de C. L’ensemble des fonctions polynomiales de
la variable z € C n’est pas dense dans C(K,C).

Preuve. Si une fonction f € C(D) est limite uniforme de fonctions polynomiales, alors elle est
nécessairement holomorphe dans le disque ouvert D. Ce n’est pas le cas de toutes les fonctions
de C(D)! Par exemple, il suffit de considérer la fonction z +— Z. Ici, on ne peut pas appliquer le
théoreme de Stone-Weierstrass car I’ensemble des fonctions polynomiales de la variable z n’est pas
stable par conjugaison. O

Terminons cette section par une conséquence utile du théoreme de Stone-Weierstrass.

Proposition 6.1.6 Si (K,d) est un espace métrique compact, alors l’espace de Banach C(K) est
séparable.

Preuve. Soit D = {a,; n € N*} un ensemble dénombrable dense dans K ; un tel ensemble D existe
car on sait qu'un espace métrique compact est séparable. Pour n € N*, soit f,, € C(K) définie par
fo(x) = d(z,a,). Comme D est dense dans K, on vérifie sans difficulté majeure que I’ensemble
{fn; m € N*} sépare les points de K. Si on pose fo = 1, on en déduit que la sous-algebre A de
C(K,R) engendrée par {f,; n € N} est dense dans C(K,R). Mais toute fonction f € A est limite
uniforme de combinaisons linéaires a coefficients rationnels de fonctions du type [[,.; fi, ou I est
une partie finie de N. Comme I’ensemble des parties finies de N est dénombrable, on en déduit que A
est séparable, et donc que C(K,R) est également séparable. Comme C(K,C) = C(K,R) +iC(K,R),

cela termine la démonstration. O

6.2 Théoréeme d’Ascoli

6.2.1 Equicontinuité

Dans cette section, E et F' sont des espaces métriques, dont les distances sont toutes les deux notées
d. On note C(E, F) I'ensemble des applications continues f : E — F. Si F' = K, on écrit C(E) au
lieu de C(E,K).
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Définition 6.2.1 On dit qu’une partie F de C(E, F') est équicontinue en un point = € E si la
propriété suivante est vérifiée :

Ve>0 36 =6(x,e) >0 VYyeE dz,y <d=VfeF df(z), f(y) <e.
On dit que la famille F est équicontinue si elle est équicontinue en tout point v € F.

En d’autres termes, une famille F C C(E, F) est équicontinue si toutes les fonctions de F sont
continues et si, pour tout x € F, on peut, étant donné € > 0, prendre le méme “4 de continuité” au
point x pour toutes les fonctions f € F. Le préfixe “équi” indique une uniformité par rapport aux
fonctions f € F. On dira qu'une suite (f,) € C(E, F') est équicontinue si ’ensemble {f,,; n € N}
est équicontinu.

Exemple 0 Par définition, une famille F formée d’une seule fonction continue f est équicontinue.
Plus généralement, toute partie finie de C(FE, F') est équicontinue

Exemple 1 Si toutes les fonctions de F sont C-lipschitziennes, pour une méme constante C', alors
F est équicontinue. Plus généralement, il suffit que tout point x € E possede un voisinage ouvert
V. tel que toutes les fonctions de F soient C'-lipschitziennes sur V,, pour une méme constante C.,
dépendant uniquement de z.

Exemple 2 Si E et F' sont des espaces vectoriels normés, et si F est une partie bornée de L(E, F'),
alors F, considérée comme partie de C(F, F'), est équicontinue. C’est un cas particulier de I'exemple
précédent.

Exemple 3 Soient £ = [0;1], FF = R, et pour n € N, posons f,(t) = t". Alors la suite (f,)
n’est pas équicontinue.

Terminons cette section par une remarque sans réelle importance. Convenons de dire qu’une fa-
mille F C C(E, F) est équi-uniformément-continue si la propriété suivante a lieu :

Ve>0 30>0 Ve,ye B dz,y) <d=VfeF d(f(z), f(y) <e.

Autrement dit, F est équi-uniformément continue si toutes les fonctions de F sont uniformément
continues et si, pour £ > 0 donné, on peut prendre le méme “§ d’uniforme continuité” pour toutes
les fonctions f € F.

Remarque 6.2.2 On suppose E compact. Si F C C(E,F) est équicontinue, alors F est équi-
uniformément-continue.

Preuve. 11 suffit de recopier la troisieme preuve donné au chapitre 3 du théoreme affirmant qu’une

fonction continue sur un compact est uniformément continue, en rajoutant un “Vf € F”7 au bon
endroit. O
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6.2.2 La version de base

Théoréme 6.2.3 (Ascoli)
Soit K un espace mélrique compact, et soit (f,) une suite de fonctions continues sur K. On sup-
pose que la suite (f,) est bornée dans C(K) et équicontinue. Alors (f,) posséde une sous-suite
uniformément convergente.

La démonstration repose sur le lemme suivant, qui généralise 4.4.1.

Lemme 6.2.4 (lemme de “convergence forcée”)
Soient (E,d) un espace métrique, (F,d) un espace métrique complet, et (gx) une suite dans C(E, F').
On suppose que la suite (gx) est équicontinue, et qu’il existe une partie dense D C E telle que pour
tout z € D, la suite (gr(2)) converge dans F. Alors :

(1) la suite (gr) converge en tout point x € E ;

(2) la convergence est uniforme sur tout compact ;

(3) la fonction f = limy g est continue.

Preuve. Comme F est supposé complet, on obtiendra (1) et (2) simultanément si on montre que la
suite (gx) vérifie le critere de Cauchy uniforme sur tout compact. Soit KX C E un compact de FE
fixé, et soit € > 0. Pour a € E, soit §, > 0 associé a ¢ dans la définition de ’équicontinuité de la
suite (gx) au point a, et notons O, la boule ouverte B(a,d,). Alors la propriété suivante a lieu pour
tout a :

(%) Vu,v € O, Yk d(gr(u),gr(v)) < 2¢.

La famille d’ouverts (O,)qcx recouvre le compact K. On peut donc trouver ay,...,a, € K tels
que K C O, U...UQ,,. De plus, comme D est dense dans E, chaque ouvert O,, contient un
point z; € D. Posons alors Z = {z;...;2,}. Par définition de Z, on peut associer a tout point
x € K un point z, € Z tel que x et z, sont dans un méme ouvert O,. D’apres (x), on a alors
d(gr(x), gx(2:)) < 2¢ pour tout k € N, et donc

d(gp(2), gg()) < d(gp(2), gp(22)) + d(9p(22), 9q(22)) + d(gq(22), 94())

< e+ d(gp(22), 9q(22))

pour tous p,q € N. Par ailleurs, comme chaque suite (gx(2)), 2 € D est convergente et que Z est
fini, on peut trouver un entier N tel que d(g,(2),g4(2)) < € pour tout z € Z si p,q > N. Pour
p,q > N, on a alors

Vee K d(gy(z),g,(x)) < be.

Ainsi, (gy) vérifie le critere de Cauchy uniforme sur tout compact K C E, ce qui prouve (1) et (2).
Le point (3) est évident : il suffit de prendre v = a dans (x) et de faire tendre k vers U'infini pour
obtenir la continuité de f = lim g, en tout point a € F. O

Preuve du théoréme d’Ascoli. Comme 'espace métrique K est compact, il est séparable ; soit D C K
un ensemble dénombrable et dense dans K. Comme la suite (f,,) est bornée, elle posséde une sous-
suite (gx) = (fn,) telle que la suite numérique (gx(z)) converge pour tout z € D : cela découle
du théoreme de Tikhonov (voir 3.4.4). Comme K est compact, la suite (gx) est uniformément
convergente, d’apres le lemme 6.2.4. O
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Corollaire 6.2.5 (Ascoli)

Si K est un espace métrique compact, alors les parties compactes de (C(K),|| . ||eo) sSont exactement
les parties fermées, bornées et équicontinues. Les parties relativement compactes sont les parties
bornées et équicontinues

Preuve. D’apres le théoreme précédent, il est clair que les parties bornées et équicontinues de C(K)
sont relativement compactes, et donc que les parties fermées, bornées et équicontinues sont com-
pactes. L’implication inverse, beaucoup moins importante, est un exercice instructif. Pour montrer
qu’'une partie compacte F de C(K) est équicontinue, on peut par exemple appliquer le théoreme de
Dini aux fonctions ®,, : F — R définies par

®,(f) =sup{|f(z) = f(W)l; |z —yl <27"}.

6.2.3 Raffinements

Plusieurs remarques méritent d’étre faites concernant la preuve du théoreme d’Ascoli.

e L’hypothese que la suite (f,,) est bornée dans C(K), ¢’est-a-dire uniformément bornée, est formel-
lement trop forte (méme si elle est vérifiée a posteriori). Cette hypothese intervient pour justifier
I'emploi du théoreme de Tikhonov, mais il suffit en fait de supposer seulement que la suite (f,) est
simplement bornée, autrement dit que pour tout = € K, la suite (f,(z)) est bornée.

e Plus généralement, on peut considérer des fonctions a valeurs dans un espace métrique (F,d).
Alors la démonstration fonctionne encore des lors qu’on peut appliquer le théoreme de Tikhonov
dans la premiere partie, et le lemme de convergence forcée. Pour cela, il suffit que 1’espace métrique
F soit complet et que la propriété suivante soit vérifiée :

(%) pour tout x € E, U'ensemble {f,(z); n € N} est relativement compact dans F'.

e L’hypothese (x) est fastidieuse a écrire, mais la généralité est utile. Par exemple, (*) sera automa-
tiquement vérifiée si 'espace métrique F' est compact. Elle est également vérifiée si F' est un espace
vectoriel normé de dimension finie et si la suite (f,,) est simplement bornée.

e En fait, si (%) est vérifiée, on n’a méme pas besoin de supposer que 'espace métrique (F,d) est
complet : il suffit de constater que pour tout x € E, I'ensemble {f,(x); n € N} est complet pour
d, et que cette hypothese permet encore de faire fonctionner la preuve du lemme de convergence
forcée.

e Pour trouver la sous-suite (gi), on a seulement besoin de la séparabilité de K, et non de sa
compacité.

On constate donc qu’on a en fait démontré le théoreme suivant.

Théoreme 6.2.6 (Ascoli précisé)
Soit (E,d) un espace métrique séparable, et soit (F,d) un espace métrique. Soit également (f,) C
C(E, F). On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées.

(1) Pour tout x € E, l'ensemble {f,(x); n € N} est relativement compact dans F'.

(2) La suite (f,) est équicontinue.
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Alors (f,) posséde une sous-suite qui converge uniformément sur tout compact vers une fonction
continue f : E — F.

Corollaire 6.2.7 Soient E et F' deux espaces métriques compacts. Si (f,) C C(E, F) est équiconti-
nue, alors (f,) posséde une sous-suite uniformément convergente.

Corollaire 6.2.8 Soit (E,d) un espace métrique séparable, et soit X un espace vectoriel normé de
dimension finie. Si (f,,) C C(E, X) est simplement bornée et équicontinue, alors (f,) posséde une
sous-suite qui converge uniformément sur tout compact vers une fonction continue f: E — X.

6.2.4 Une application

Soit X un espace de Banach, et soit f : [to — a;tg + a] X B(xg,r) — X, ot w9 € X, ty5 € R et
a,r > 0. On s’intéresse au probleme de Cauchy

o { 2(1) = f(t,2(1))

.T(t()) =29
Dans le chapitre sur les espaces complets, on a démontré le théoreme de Cauchy-Lipchitz :

Théoreme 6.2.9 On fait les hypothéses suivantes.
(1) f est continue sur C = [ty — a; tog + ] x B(xo,7), et lipschitzienne par rapport a la variable
x € B(wo, 7).
(2) 1l existe une constante M telle que ||f(t,x)|| < M sur C, avec de plus aM < r.
Alors le probléme de Cauchy () posséde une unique solution x : [ty — a;to + o] — B(xo, 7).

Dans cette section, on va démontrer le résultat suivant.

Théoréme 6.2.10 (Peano)

On suppose que l’espace de Banach X est de dimension finie, et on fait les hypothéses suivantes.
(1) La fonction f est continue sur K = [ty — a;tg + a] x B(zg, 7).
(2) 1l existe une constante M telle que ||f(t,x)|| < M sur K, avec aM < r.

Alors le probléeme de Cauchy () posséde au moins une solution x : [ty — a;ty + o] — B(xo, 7).

Preuve. L’idée est d’approcher la fonction f par des fonctions auxquelles on peut appliquer le
théoreme de Cauchy-Lipschitz, puis d’utiliser le théoreme d’Ascoli pour conclure.

Comme X est de dimension finie, K = [ty — a;ty + o] x B(x,7) est un compact de R x X.
Notons A l'ensemble des fonctions ¢ € C(K,R) de la forme ¢ = Pk, ot ¢ est de classe C' sur
R x X. Il est clair que A est une sous-algebre de C(K,R) contenant les fonctions constantes. De
plus A sépare les points de K car les deux applications coordonnées 7 : K — Ret my: K — X
appartiennent a A. D’apres le théoreme de Stone-Weierstrass, A est donc dense dans C(K,R). On
pouvait aussi appliquer 4.4.3, apres avoir prolongé f en une fonction continue sur R x X a support
compact, grace au théoreme d’extension de Tietze 4.5.10. Comme X est de dimension finie, on
peut lidentifier & R? et on en déduit qu’on peut trouver une suite (f,) fonctions de classe C! sur
R x X, a valeurs dans X, qui converge uniformément vers f sur K : il suffit d’approcher chaque
composante de f = (f1,..., f¢) par des fonctions de A. De plus, on peut également supposer qu’on
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allfu(t,x)|| < M sur K pour tout n € N : il suffit de remplacer f,, par C, f,, ou C, = %;
ou d’utiliser la remarque suivant 4.4.3.

Pour tout n € N, la fonction f, est de classe C!, donc sa restriction & K est lipschitzienne, d’apres
l'inégalité des accroissements finis. Comme de plus || f, (¢, z)|| < M sur K, on peut donc appliquer
le théoréme de Cauchy-Lipschitz, qui fournit une fonction x,, : [ty — a;to + a] — B(x,r) solution
du probleme de Cauchy associé a f,, et (o, z). On a ainsi

(), £a(t) = ma(to) + / fuls, 2a(s)) ds

pour tout t € I = [ty — a;ty + af.

Comme les x,, sont & valeurs dans B(xg,r), la suite (z,) est bornée dans C(K, X). De plus, on a
|z, ()] = ||f(t, z.(t))]] < M pour tout ¢t € I, donc chaque fonction z,, est M-lipschitzienne. Par
conséquent, la suite (z,) C C(I, X) est équicontinue. D’apres le théoreme d’Ascoli, applicable car
X est de dimension finie, on en déduit que la suite (x,) possede une sous-suite (x,,) qui converge
uniformément sur I vers une fonction x : I — X. La fonction z est en fait & valeurs dans B(zg, ),
car toutes les z,, le sont et B(x,r) est fermée dans X. On va voir que x est une solution du probleme
de Cauchy (x).

Pourte I et n € N, on a

i (G 0, () = (& (@) < M foi (8 20 (8)) = F (s 2y )]+ [ (E 20, (1)) = f (2 2(8))]
< Ao = Flle + [ (8 20, (1)) = F(E, ()]

ot on a posé ||ul|x = sup{||u(z)||; = € K}. Comme la suite (f,, ) converge uniformément vers f sur
K et comme f est uniformément continue sur le compact I, on en déduit que f,,, (¢, z,,(t)) converge
uniformément vers f(¢,z(t)) quand k tend vers I'infini. On peut donc passer a la limite dans (x),,,
pour conclure que z est solution du probleme de Cauchy (x). O

Autre preuve (abrégée). La démonstration qui suit est plus courte, et plus “économique” car elle
n’utilise ni le théoreme de Cauchy-Lipschitz, ni le théoreme de Stone-Weierstrass. Elle est, en
contrepartie, plus astucieuse (et ne donne qu’une solution sur [tg; to+ ], ce qui est sans importance).
Posons I = [tg;to + a] et B, = B(w,7). On commence par montrer que pour tout entier n € N*,
on peut trouver une fonction continue x,, : [ty — Sito+ a] — B, vérifiant les propriétés suivantes :

(a) zn(t) = 0 pour t € [to — ;o] ;
t
(b) Vtel z,(t)=zo+ [ [(s,za(s—2)) ds.
to
La fonction z,, est construite de proche en proche sur chaque intervalle I, := [ty + @ : %O‘] s si
Ty a été définie sur Iy ,,, on la définit sur Iy, par la formule de (b) ; on utilise (2) pour montrer que
x, est a valeurs dans B,. On montre ensuite que toutes les fonctions x,, sont M-lipschitziennes, ce
qui permet d’appliquer le théoreme d’Ascoli pour extraire de (x,,) une sous-suite (z,, ) convergeant
uniformément sur I vers une fonction continue x : I — B,. Comme les x, sont M-lipschitziennes,
on montre sans peine que @y, (s — ;=) tend vers z(s) uniformément sur /. En utilisant (b), on en

conclut que x est solution du probleme de Cauchy (). O
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6.3 Fonctions continues sur un ouvert de R?

6.3.1 Topologie de la convergence uniforme sur tout compact

Dans cette section, 2 est un ouvert non vide de R?, et on note C(£2) I'ensemble des fonctions conti-
nues sur €2, a valeurs complexes.

Théoréme 6.3.1 I existe une distance § sur C(S) vérifiant la propriété suivante : une suite
(fn) € C(Q2) converge vers une fonction f pour la distance § si et seulement si f,(x) tend vers
f(z) uniformément sur tout compact.

La démonstration utilise le lemme suivant.

Lemme 6.3.2 [ existe une suite (K;);en de compacts de ) vérifiant les propriétés suivantes : (K;)
est croissante, et tout compact de S est contenu dans l'un des K;. En particulier, on a Q =, K;.
On dit que (K;) est une suite exhaustive de compacts pour €.

Preuve. 11 suffit de poser K; = {z € R%; ||z|| <i et d(x,R?\ Q) > 27"} ot || . || est une norme
quelconque sur R?. Les K; sont visiblement contenus dans €, et ils sont compacts car fermés et
bornés dans R?. Enfin, si K est un compact de Q, alors K est borné, donc contenu dans une boule
B(0,1g) ; et la fonction continue x +— d(z, R?\ Q) est strictement positive sur K, donc minorée par
une constante € > 0 par compacité. En choisissant i > ig tel que 27¢ < &, on voit qu’on a K C K.
|

Preuve du théoreme. Soit (K;) une suite exhaustive de compacts pour 2. Pour u € C(2) et pour
tout compact K C Q, posons ||u||x = sup{|f(x)]; x € K}. On définit alors 0 : C(Q) x C(2) — R
par

5(f,9) = 3 2 min (1, If — gllxc)

0
On vérifie sans difficulté majeure que ¢ est bien une distance sur C(£2). Pour 'inégalité triangulaire,
on utilise le fait que la fonction ¢ : R™ — R définie par ¢(t) = min(1,¢) est croissante et sous-
additive : p(s +1) < ¢(s) + ().
Soit (f,) € C(R2) convergeant vers f € C(2) au sens de la distance d. Si K est un compact de 2,
alors K C K; pour un certain 7 € N. On a donc min(1, || f, — f||x) < 2°5(f,, f) pour tout n, donc
min(1, ||f — fallx) tend vers 0, et par conséquent ||f, — f||x tend vers 0. Ainsi, f, tend vers f
uniformément sur tout compact.
Inversement, soit (f,,) C C(£2) convergeant uniformément sur tout compact vers une fonction f €
C(€2). Pour £ > 0 donné, on peut trouver N € N tel que >, 27" < e. On a alors

N
i=0

pour tout n € N. Comme la somme figurant au membre de droite tend vers 0 quand n tend vers
I'infini (c’est une somme finie de termes tendant vers 0), on en déduit
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pour tout € > 0, et donc lim,, ., 6(f,, f) = 0. O

Remarque 6.3.3 Il découle de la preuve précédente que la distance d peut étre choisie invariante
par translation, c’est-a-dire vérifiant 6(f + h,g+ h) = §(f, g) pour toutes f,g,h € C(Q).

Toutes les distances sur C(2) vérifiant la conclusion du théoreme précédent définissent la méme
topologie sur C(f2). Pour des raisons évidentes, cette topologie est appelée la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact.

Proposition 6.3.4 L’espace C(S2) est complet pour toute distance invariante par translation com-
patible avec sa topologie.

Preuve. Soit 6 une telle distance, et soit (f,,) C € une suite de Cauchy pour 9. Il s’agit de montrer
que la suite (f,) converge uniformément sur tout compact, et pour ce faire, il suffit de vérifier que
(fn) est uniformément de Cauchy sur tout compact. Fixons un compact K C .

Supposons que la suite (f,) ne vérifie pas le critere de Cauchy uniforme sur K. On peut alors
trouver € > 0 et deux sous-suites (fp,) et (fy) telles que ||fp, — fullx > € pour tout k. Mais
(fn) est de Cauchy pour ¢, donc §(f,,, fq) tend vers 0. Comme 0 est invariante par translation, il
revient au méme de dire que 0(f,, — fy,.,0) tend vers 0, autrement dit que f,, — f,, tend vers 0
pour d. Par conséquent, f, — f, tend vers 0 uniformément sur tout compact, et on obtient donc
une contradiction. O

Proposition 6.3.5 La topologie de la convergence uniforme sur tout compact ne peut pas étre
définie par une norme.

Preuve. Par I'absurde, supposons qu’il existe une norme || . || sur C(2) définissant la topologie de
la convergence uniforme sur tout compact. Soit (/) une suite exhaustive de compacts pour €.
Comme §2 est un ouvert non vide de RY, il n’est pas compact, ce qui n’a rien d’évident : c’est la
connexité de R? qui intervient ici. On a donc K,, # Q pour tout n, et on peut donc trouver une
fonction f,, € C(2) nulle sur K, mais non identiquement nulle : il suffit de poser f,(z) = d(z, K,,).
Alors g, = % est bien définie puisque f, # 0, et g, = 0 sur K,. Comme la suite (K,) est
croissante et que tout compact de €2 est contenu dans l'un des K,,, on en déduit que (g,,) converge
vers 0 uniformément sur tout compact. Par conséquent, ||g,|| doit tendre vers 0, ce qui est absurde
puisque ||g,|| = 1 pour tout n. O

6.3.2 Fonctions holomorphes

Dans cette section,  est un ouvert (non vide) de C = R% On note H(Q2) ensemble des fonctions
holomorphes sur 2. On munit H(£2) de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact,
héritée de I'espace C(€2).

Le résultat suivant est la traduction du théoréme de convergence de Weierstrass.

Théoréme 6.3.6 H(Q2) est un sous-espace fermé de C(2). Si f € H(RY), alors f' € H(Q), et
Uapplication f — " est continue sur H(S2).
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On va maintenant caractériser les parties compactes de H(2). Pour une fonction f € H(Q2) et un
compact K C 2, on pose

1l = sup{[f(2)]; z € K}.

Définition 6.3.7 Soit F une partie de H(2). On dit que F est bornée dans H(Y) si la propriété
suivante est vérifiée : pour tout compact K C Q, il existe une constante Cx < oo telle que ||f||x <

Ck pour toute fonction f € F. Autrement dit, F est bornée si pour tout compact K C €0, [’ensemble
Fr ={fik: [ €F} est borné dans C(K).

Bien entendu, on dira qu'une suite (f,,) C H(2) est bornée dans H(S2) si I'ensemble {f,; n € N}
est borné.

Théoréme 6.3.8 (théoreme de Montel)
Si (fn) est une suite bornée dans H(SY), alors (f,) posséde une sous-suite qui converge uniformément
sur tout compact vers une fonction f € H(Q)

La démonstration utilise un lemme bien connu et fondamental.

Lemme 6.3.9 (inégalités de Cauchy)
Si D et A sont deux disques ouverts tels que D C A C A C Q, alors on peut trouver une constante
C = C(D, A) vérifiant la propriété suivante : pour toute fonction f € H(QY), on al||f'||l5 < C|f|lx-

“Preuve”. L’application f — f’ est continue de H(A) dans lui-méme, donc I'application f — f|’5

est continue de (C(A) NH(A),|| . ||so) dans (C(D), ][] . ||es). Comme cette application est linéaire,
cela donne directement la conclusion du lemme. Bien entendu, cette preuve n’est pas aussi simple
qu’elle en a lair, car elle utilise la continuité de la dérivation sur H(f). O

Preuve du théoreme de Montel. Soit (f,) une suite bornée dans H(S2). Alors (f,) est bien str
simplement bornée. Pour tout point z € €2, on peut trouver deux disques ouverts D, et A, de centre
ztel que D, C A, C A, C Q. D’apres le lemme précédent et I'inégalité des accroissements finis,
toutes les fonctions f,, sont C,-lipschitziennes sur D,, pour une certaine constante C, = C(D,, A,).
Par conséquent, la suite (f,) € C(Q2) est équicontinue en tout point z € Q. Comme (2 est un espace
métrique séparable, on peut donc appliquer le théoreme d’Ascoli “précisé” 6.2.6. Ainsi, la suite
(fn) possede une sous-suite (f,,) qui converge uniformément sur tout compact vers une fonction
f:Q — C. La fonction f est holomorphe, d’apres le théoreme de convergence de Weierstrass. O

Corollaire 6.3.10 Les parties compactes de H(2) sont exactement les parties fermées et bornées.
Les parties relativement compactes sont les parties bornées.

Preuve. D’apres le théoreme de Montel, toute partie bornée de H(€2) est relativement compacte,
donc toute partie fermée bornée est compacte. Inversement, si F est un compact de H(f2), alors F
est fermé dans H(2). De plus, pour tout compact K C 2, 'ensemble Fx = {fix; f € F} est un
compact de C(K) car 'application f +— fix est continue de H(2) dans C(K). En particulier, Fg
est borné dans C(K) pour tout compact K C €2, donc F est borné dans H(S2). O
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Corollaire 6.3.11 La topologie de H(S)) ne peut pas étre définie par une norme.

Preuve. Comme H(f2) est de dimension infinie, il est “clair” que cela découle du résultat précédent
et du théoreme de Riesz. De facon précise, on raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe une
norme || . || sur H(2) compatible avec la topologie de H(£2). Alors, pour tout compact K C €,
I'application f — fix est linéaire continue de (H(€2), || . ||) dans C(K). Il existe donc une constante
Ck telle que ||f||x < Ck pour toute fonction f € H(Q2) vérifiant || f|| < 1. Ainsi, la boule unité B
de (H(2),]| . ||) est une partie bornée de H(£2) au sens de 6.3.7. Comme B est également fermée,
elle est compacte, d’apres le théoreme de Montel. Comme H(2) est un espace vectoriel de dimension
infinie, cela contredit le théoreme de Riesz. O
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Chapitre 7

Opérateurs compacts

7.1 Généralités

Dans cette section, les lettres X, Y et Z désignent des espaces de Banach. On note Bg la boule
unité d’un espace de Banach F.

Définition 7.1.1 Soit T € L(X,Y). On dit que T est un opérateur compact si T'(By) est une
partie relativement compacte de Y .

Cette définition se reformule comme suit.

Reformulation Pour T € L(X,Y), les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) T est compact.

(2) Pour toute partie bornée B C X, l'ensemble T'(B) est relativement compact dans Y .
(3) Pour toute suite bornée (z,,) C X, la suite (T(x,)) posséde une sous-suite convergente.

Exemple 1 Tout opérateur de rang fini est compact.

Exemple 2 Si X est de dimension infinie, alors Idx n’est pas compact. Plus généralement, si
dim(X) =00 et si T € L(X,Y) est bijectif, alors T n’est pas compact.

Preuve. Si T € L(X,Y) est bijectif, alors T~! est continu d’apres le théoréme d’isomorphisme
de Banach, donc T'(Bx) contient une boule B(0,r) pour un certain 7 > 0. Si T' était compact, alors

B(0,r) serait une partie compacte de Y, donc Y serait de dimension finie d’aprés le théoreme de
Riesz, donc X aussi puisque X et Y sont isomorphes. O

Exemple 3 Lopérateur de Volterra V : L*([0;1]) — C([0;1]) défini par V f(z) = [ f(t)dt est
compact.

Preuve. L’application V' est visiblement linéaire, et est bien a valeurs dans C([0; 1]) car 'intégrale
indéfinie d'une fonction localement intégrable est toujours une fonction continue. Enfin, V' est conti-
nue car [V f(z)| < [ [f(®)dt < ||[f]li < [[f]l2 pour tout = € [0;1], et donc [[V f|l < [|f[l2 pour
f e L2([0;1]).
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Posons A = V(By2). Comme l’opérateur V est continu, A est une partie bornée de C(]0; 1]). De plus,
si f € Brzetz,y € [0;1], alors V f(y) = [ f(t) dt. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a donc

Vi) = VI@] <yl ||
< Hfl!z x |y — f'/?
< ’y - 37’1/2 )

pour toute f € Brz. On en déduit que A = V(By2) est une partie équicontinue de C([0; 1]). D’apres
le théoreme d’Ascoli, V' est donc un opérateur compact. O

Dans la suite, on notera IC(X,Y) l'ensemble des opérateurs compacts de X dans Y, et on po-

sera K(X) = K(X, X).

Théoréeme 7.1.2 K(X,Y) est un sous-espace vectoriel fermé de L(X,Y).

Preuve. 1l n’est pas difficile de voir que IC(X,Y) est un sous-espace vectoriel de L£(X,Y); les

détails sont laissés en exercice. Montrons que K(X,Y") est fermé dans £(X,Y). Soit (7},) une suite
d’opérateurs compacts convergeant vers T' € L(X,Y’). Pour montrer que T" est compact, il suffit de
montrer que T(Bx) est précompact, puisque l'espace Y est supposé complet. Soit ¢ > 0. Comme
la suite (7),) converge vers T', on peut trouver un entier N tel que [[Ty — T'|| < €. On a alors
||T(x) — Tn(x)|| < e pour tout = € Bx. Comme Ty est compact, Ty (Byx) possede un e-réseau fini
R. Si maintenant y € T(By), alors y = T'(x) pour un certain x € By, et on a ||y — Tn(x)|| < e
d’aprés ce qui précede. Par le choix de R, on peut trouver z € R tel que ||Tn(z) — z|| < €, et on a
alors ||y — z|| < 2e. Ainsi, R est un 2e-réseau fini pour 7'(By), ce qui termine la démonstration. [J

Corollaire 7.1.3 Si T' € L(X,Y) est limite d'une suite d’opérateurs de rang fini, alors T est
compact.

La réciproque de ce dernier résultat est fausse en général. Elle est cependant exacte si 1'espace
d’arrivée est un espace de Hilbert. De fagon précise, on a le résultat suivant.

Proposition 7.1.4 Soit H un espace de Hilbert séparable, et soit (e;);en une base hilbertienne de
H. Pour n € N, notons p, la projection orthogonale de H sur Vect{eq;...;e,}. Si T € L(X,H)
est compact, alors la suite (p, o T) converge vers T pour la norme de L(X, H).

Preuve. Ici, bien sur, on suppose que H est de dimension infinie. Comme (e;) est une base hilber-
tienne de H, on sait que p,(y) tend vers y pour tout y € H. De plus, on a ||p,|| = 1 pour tout n,
donc la suite (p,) C C(H, H) est équicontinue. On en déduit (d’apres 6.2.4) que p,(y) tend vers y
uniformément sur tout compact de H. En particulier, la convergence est uniforme sur le compact
T(Bx), donc a fortiori sur T'(Bx). Autrement dit, p,(7(z)) tend vers T'(x) uniformément sur By,
ce qui signifie exactement que p,, o T tend vers T pour la norme de £(X, H). O

Corollaire 7.1.5 Si H est un espace de Hilbert, alors tout opérateur compact T € L(X, H) est
limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.
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Preuve. Si H est séparable, cela découle immédiatement de la proposition. Dans le cas général, il
suffit donc de montrer que Hy := T'(X) est séparable. Mais on a T'(X) = |J,,cy 77 (Bx), et comme
T(Byx) est séparable car précompact, on en déduit que T'(X) est séparable, donc Hy également. [

Exemple (opérateur diagonal)

Soit (€;)ien la “base canonique” de l'espace de Hilbert H = (*(N). Pour A = (\;) € {*(N), notons
Ty : H— H Uopérateur “diagonal” défini par Th(3 o wie;) =D o Nixie;. Alors :

(1) Th est bien défini, Ty € L(H) et ||Trl| = ||Al| ;

(2) T est compact si et seulement si A € co(N).

Preuve. La partie (1) est laissée en exercice. D’apres la proposition précédente, 'opérateur T est
compact si et seulement si ||p, o Tp — Th|| tend vers 0 quand n tend vers I'infini. Mais d’apres (1)
appliqué a A" = (0,...,0, A1, Anta, .- .), on a ||p, 0 Ta — Tal| = sup,~, |Ail, ce qui donne (2). O

Théoreme 7.1.6 Soit T € L(X,Y). Alors T est compact si et seulement si T* est compact.

Preuve. Supposons T compact. Soit (y) une suite bornée dans Y*. On considere les y comme
des fonctions continues sur le compact K = T(Bx). Alors la suite (y)) C C(K) est bornée et
équicontinue puisque sup,, ||yr|| < co. D’apres le théoreme d’Ascoli, la suite (y) possede une sous-
suite (y;, ) qui converge uniformément sur K = T(Bx), donc en particulier sur 7'(Bx). Autrement
dit, (y;,,T(z)) converge uniformément sur By, donc vérifie le critere de Cauchy uniforme sur By.
Comme (y; ,T(x)) = (T*(y;, ), ), cela signifie que la suite (T*(y;;, )) est de Cauchy pour la norme
de Banach X*, donc converge dans X*. On a donc montré que 7™ est un opérateur compact si T’
est compact.

Inversement, supposons 7% compact. Alors (T%)* : X** — Y™** est également compact d’apres ce
qu’on vient de voir. Notons ix : X — X™ et 1y : ¥ — Y™ les plongements canoniques de X et
Y dans leurs biduaux (voir 5.3.4). On vérifie sans difficulté (c’est, au sens strict, une “formalité”),
qu'on a T** oix = iy oT. Autrement dit, en identifiant X et Y a des sous-espaces (fermés) de X**
et Y** via les plongements ¢x et iy, on a T|*X* =T. Comme T™** est compact, cela prouve que 1" est
compact. O

Proposition 7.1.7 SiT € L(X,Y) est compact, alors T change les suites faiblement convergentes
en suites fortement convergentes. La réciproque est vraie si X est un espace de Hilbert.

Preuve. Soit T € K(X,Y), et soit (z,) C X convergeant faiblement vers € X. Comme T est
linéaire continue, on vérifie sans difficulté que T'(x,) tend faiblement vers T'(z). Comme de plus
la convergence forte entraine la convergence faible, on en déduit que la seule valeur d’adhérence
(forte) possible pour la suite (7'(x,,)) est T'(x). De plus, la suite (z,,) est bornée puisqu’elle converge
faiblement, donc les T'(z,) vivent dans un compact de Y puisque 7' est compact. On peut donc
conclure que la suite (7'(x,)) converge (en norme) vers T'(x).

Si X est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée de X possede une sous-suite faiblement
convergente. On en déduit immédiatement que si T € L£(X,Y") change les suites faiblement conver-
gentes en suites convergentes, alors T' est compact. O

Le dernier résultat de cette section montre en particulier que (X)) est un idéal bilatere de I’anneau
(non commutatif) £(X).
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Proposition 7.1.8 Soient S € L(X,Y) et T € L(Y,Z). Si S ou T est compact, alors T'S ['est
également.

La preuve est un exercice facile. O

Exemple Soit V : L2([0;1]) — C([0; 1]) Popérateur de Volterra, et soit V : L2([0;1]) — L([0;1])
le méme opérateur considéré comme opérateur de L? dans L2. Formellement, on a V =io V, ou
est I'injection canonique de C([0;1]) dans L?([0;1]). Par conséquent, 'opérateur de Volterra reste
compact quand on le considére comme opérateur de L? dans L2.

7.2 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

7.2.1 Généralités

Dans cette section, H et K sont des espaces de Hilbert. On supposera que H est séparable, bien
que ce ne soit pas réellement nécessaire.

Lemme 7.2.1 Soit T € L(H,K). Si (e;)ier €t (fj)jes sont deuzx bases hilbertiennes de H, alors
Dier 1T (el = 22 e, IT (I

Preuve. Soit (ky)aea une base hilbertienne de K fixée. Pour tout i € I, on a

1Tl =Y I(ka, T(e))? = Y (T (kx), i)

AEA AEA
On en déduit
D TP = (T (k) e = > N (k)P
iel IxA AEA
Comme le membre de droite ne dépend pas de (¢;), cela termine la démonstration. O

Définition 7.2.2 Pour T € L(H,K), on pose ||T||5g = s IT(€:)]|?, ot (e;)ier est n'importe
quelle base hilbertienne de H. On dit que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt si ||T|%¢ < oo.

Exemple 0 Si T' € L(K?) a pour matrice (a;;) dans une base orthonormée de K%, alors sa “norme
de Hilbert-Schmidt” est donnée par ||T||3g = |aij|*.
i,

Exemple 1 Soit H = (*(N). Pour A = ()\;) € {*°(N), soit T € L(H) l'opérateur diagonal défini par
TA(D S, wiei) = >, hixie;, ot (€;)ien est la “base canonique” de H. Alors Ty est de Hilbert-Schmidt
si et seulement si Yo |N|? < 00, et on a ||Th|lus = ||All2.

Exemple 2 Tout opérateur de rang fini est un opérateur de Hilbert-Schmadt.
Preuve. SiT € L(H, K) est de rang fini, alors Ker(7") est de co-dimension finie dans H. En écrivant
H = Ker(T) @ Kert(T)*, on voit donc qu'on peut donc trouver une base hilbertienne (e;) de H

telle que tous les e; sauf un nombre fini appartiennent & Ker(T). La somme >_ ||T(¢;)||? est alors
une somme finie, et par suite ||7'||gs < oo. O
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Théoreme 7.2.3 Notons HS [’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt de H dans K.
(1) (HS,|| - |lus) est un espace de Hilbert.

(2) On a ||T||us > ||T|| pour tout T € HS. En particulier, la convergence pour la norme || . ||us
entraine la convergence pour la norme de L(H).
(3) Les opérateurs de rang fini sont denses dans (HS,|| . ||us)-

Preuve. On peut supposer que H est de dimension infinie. Dans tout ce qui suit, (€;);en est une
base hilbertienne de H.
(1) 11 est naturel d’introduire ’espace

CNK) = {b = (b:) € K™ [|blfEqun) = D IIbil[* < OO} :

1=0

On démontre comme pour ¢*(N) que ¢*(N, K) est un espace vectoriel, que || . ||y, k) est une norme
sur /2(N, K), et que muni de cette norme ¢?(N, K) est un espace de Hilbert. Par définition, un
opérateur T € L(H, K) est de Hilbert Schmidt si et seulement si la suite 7' := (T(e;)) appartient
a (?(N,K), et on a alors ||T||gs = ||T||52(N7K). Par conséquent HS est un espace vectoriel et

Papplication T +— T est une isométrie linéaire de HS dans (2(N, K).
Si b= (b;) € *(N, K), alors, pour tout z € H, on a

> Hew @) 1bill < [1bllequ ey Il
0

d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Bessel. En particulier, la série > (e;, x) b; est
absolument convergente, donc convergente dans l’espace de Hibert K, et on peut poser

o0

Ty(x) =) {es, x)b; .

=0

On définit ainsi une application linéaire T, : H — H. L’inégalité précédente montre que T} est
continue, et on a T, =b par définition, donc T, € HS. On a donc montré que l'isométrie linéaire
T — T est bijective de HS sur (*(N, K). Ainsi, HS est linéairement isométrique a 'espace de
Hilbert ¢?(N, K), donc HS est un espace de Hilbert. Le produit scalaire de HS est défini par

oo

(T, S)us = (T, S)exmx) = Z(T(Gi), S(eq)) -
0

(2) Soit T'e€ HS. Si x € H, alors T(x) = Y "(e;,z) T(e;), ou la série converge dans K. D’apres
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc ||T'(z)|| < ||z|| x 32 ||T(ez-)||2)1/2 pour tout x € H. Par
conséquent, ||T|| < ||7T|#ms-

(3) Soit T € HS. Pour n € N, soit T}, Popérateur de rang fini défini par T,,(z) = > _;(e;, z) T'(e;). Par
définition de || . [|ms, on a [|[T =T3¢ = > i, [1T(e:)]|* pour tout n € N, donc la suite (7},) converge
vers T pour la norme || . ||gs. Ainsi, les opérateurs de rang fini sont denses dans (HS, || . ||us). O

Corollaire 7.2.4 Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.
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Preuve. Si T € HS, alors T est limite d'une suite d’opérateurs de rang fini pour la norme || . ||gs,
donc a fortiori pour la norme de L(H, K). Par conséquent, T est compact. O

Remarque Si on ne veut pas utiliser le théoreme pour démontrer qu’'un opérateur de Hilbert-
Schmidt est compact, on peut procéder directement : on définit les opérateurs de rang fini 7,, par

n

To(x) = Z(%@ T(ei),

i=0
et on montre avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz qu’on a

1T(2) = T()|[* < (ZHT ¢ ||2> X ||]f?

>N

pour tout z € H, d'ot ||T, — T|| < (X, [|T(es)|2) . O

7.2.2 Exemple fondamental

Dans cette section, (€,.A4, ) est un espace mesuré, la mesure p étant o-finie. On fait de plus
I’hypothese suivante :
(H)  L'espace L*(Q,p) est séparable.

Exemple L hypothése (H) est vérifiée si Q est un borélien de R et si pi est la mesure de Lebesque.

Preuve. Par régularité de la mesure de Lebesgue, il existe une suite croissante (K;);ey de com-
pacts de 2 telle que p(Q2\ U, K;) = 0. Pour tout ¢ € N, l'espace C(K;) est séparable d’apres 6.1.6.

On choisit un ensemble dénombrable {f!; n € N} dense dans C(K;) pour || . ||«, donc a fortiori
pour la norme || . [|o. Comme C(K;) est dense dans L*(K;), on vérifie sans difficulté que I'ensemble
dénombrable D = {1k, fi; i € N, n € N} est dense dans L*(Q). O

On a vu au chapitre 4 que si K : Q x Q — K appartient a L*(Q x ), alors la formule

Tief (s /my ) dyu(y)

définit un opérateur linéaire continu Tk : L?(2) — L*(Q). On va maintenant prouver le résultat
sulvant.

Théoréme 7.2.5 51 K € L*(Q x Q), alors Tx : L*(2) — L*() est un opérateur de Hilbert-
Schmidt, avec ||Tk||gs = || K||r20x0)-

Preuve. Pour x € (2, définissons K, : Q@ — C par K,(y) = K(z,y). D’apres le théoreme de Fubini,
on a K, € L*(Q2) pour presque tout z € €, et

K3 = / 1B dua(z)
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Soit maintenant (e;);c; une base hilbertienne de L?(2). Pour presque tout x € €, on a

151 =D i Ko 2,

icl

et on en déduit
1815 =3 [ Ve Ko o).
icl

Comme de plus (e;, K;) = [, €:(y)K(z,y) du(y) = Txe(x), on obtient donc

15115 =D ITx(@)]13

i€l

Comme (€;) est tout autant une base hilbertienne de L?(Q2) que (e;), cela prouve que T € HS,
avee ||Tk|l7s = [1K]13- O

Exemple Si on prend 2 = [0;1] et K = 1,5, alors T est opérateur de Volterra, considéré comme
opérateur de L?([0;1]) dans L*(]0; 1]).

Remarques

(1) On vient de voir que tout opérateur sur L*() défini par un noyau K € L*(Q x ) est de
Hilbert-Schmidt. Il se trouve que la réciproque est vraie : tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur
L2(Q) est du type Tk, pour un unique noyau K € L*( x ). La preuve n’est pas trés compliquée,
mais on ne la donnera pas ici.

(2) Au lieu d’un espace produit €2 x €, on peut considérer un produit de deux espaces mesurés
(Q, ) et (', 1) éventuellement différents. On montre alors exactement de la méme fagon que si
K € L?(Q x @), alors 'opérateur Ty : L*()) — L*(Q) est (bien défini et) de Hilbert-Schmidt.

7.3 Diagonalisation des opérateurs compacts

On a montré dans le chapitre sur la compacité que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable
en base orthonormée. Autrement dit, tout opérateur auto-adjoint sur I’espace euclidien R? est
diagonalisable en base orthonormée. On sait également que tout opérateur hermitien sur C? (ou
plus généralement tout opérateur normal) est diagonalisable en base orthonormée. On va démontrer
ici des résultats analogues en dimension infinie. Dans toute cette section, H est un espace de Hilbert,
réel ou complexe.

7.3.1 Préliminaires sur les valeurs propres

On regroupe ici quelques résultats utiles pour la suite, et intéressants pour eux-méme. Rappelons
qu'un opérateur 7' € L(H) est dit normal s’il commute avec son adjoint, autrement dit si on a
TTr* =T~T.
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Lemme 7.3.1 Soit T € L(H) un opérateur normal.

(1) On a | T(x)|| = ||T*(x)|| pour tout x € H.

(2) Pour tout A € C, on a Ker(T — A d) = Ker(T* — X\ d). Autrement dit, \ est valeur propre de T
si et seulement si \ est valeur propre de T*, et les vecteurs propres associés sont les mémes.

(3) Si T est auto-adjoint, alors les valeurs propres de T sont réelles.

(4) Les sous-espaces propres de T' sont deux a deuz orthogonauz.

(5) Si E C H est stable par T, alors E*+ est stable par T*.

Preuve. Pour démontrer (1), on écrit
17 ()" = (T(2), T(2)) = (2, T"T(x)) = (&, TT"(2)) = ||T"(2)[]*.

Comme (T — Ald)* = T* — M\d, on obtient (2) en appliquant (1) & 7 — Ald. Le point (3) est une
conséquence de (2). Soient maintenant x et y deux vecteurs propres de T associés a deux valeurs
propres distinctes A et p. On a alors d'une part (x,7(y)) = u(z,y), et d’autre part (z,T(y)) =
(T*(z),y) = Mz,y) d’apres ce qui précede. Comme A # pu, on en déduit (z,y) = 0, ce qui prouve
(4). Le point (5) est laissé en exercice. O

Lemme 7.3.2 Soit X un espace de Banach, et soit T € L(X) un opérateur compact. Si A € C
est une valeur propre non nulle de T, alors le sous-espace propre associé est de dimension finie. La
dimension de cet espace propre s’appelle la multiplicité de la valeur propre .

Preuve. Soit A une valeur propre non nulle de T', et posons E) = Ker(T — AId). Par définition,
E) est stable par T et Tjg, = A dg,. Mais T|g, est également compact puisque 7' est compact,
donc Idg, est un opérateur compact puisque A # 0. D’apres le théoreme de Riesz,, E est donc de
dimension finie. O

Si A = (\;)ien € £°(N), alors les valeurs propres d’un opérateur diagonal T sont exactement les
;. Si Ty est compact, les valeurs propres non nulles de T forment donc soit un ensemble fini, soit
une suite tendant vers 0. Il se trouve que cette propriété est en fait partagée par tous les opérateurs
compacts.

Proposition 7.3.3 Soit X un espace de Banach, et soit € L(X) un opérateur compact. SiT a une
infinité de valeurs propres non nulles, alors ces valeurs propres forment une suite tendant vers 0.

Preuve. Un instant de reflexion montre qu’il suffit d’établir que pour tout € > 0, 'opérateur 1" n’a
qu'un nombre fini de valeurs propres vérifiant |A\| > e. Fixons € > 0, et supposons qu’on puisse
trouver une suite de valeurs propres (\;);en+, ou les A; sont deux a deux distinctes et |\;| > ¢
pour tout ¢. Choisissons pour tout ¢ un vecteur propre e; associé a \;. Comme les \; sont deux
a deux distincts, on vérifie sans peine que les e; sont linéairement indépendants. Par conséquent,
si on pose Ey = {0} et E, = Vect{es;...;e,} pour n € N* alors la suite (E,) est une suite
strictement croissante de sous-espaces fermés de X. D’apres le lemme de Riesz 3.7.2, on peut donc
trouver pour tout n € N* un vecteur z,, € B, tel que ||z,|| =1 et d(zy, E,—1) > 4. Alors w,, s’écrit
Yn + 2z, o0 y, € Ke, et z, € E,_1, et on a d(y,, En_1) > % par définition de x,. Pour p < ¢, on a
T(zg) —T(xp) = N(Yg — Wpq), OU Wy 4 := /\LqT(xp — z,) appartient a E,_; car E,_; est stable par T
On en déduit que si ¢ > p, alors || T(xy) — T(zp)|| > |Ng|d(yy, Eq—1) > 5. Ainsi, la suite (T'(z,)) ne
possede aucune sous-suite convergente, ce qui contredit la compacité de T O
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Corollaire 7.3.4 Si T € L(X) est un opérateur compact, alors l’ensemble des valeurs propres de
T est dénombrable.

Voici pour finir un autre critere de dénombrabilité pour I'ensemble des valeurs propres d’une ap-
plication linéaire. D’apres 7.3.1, il s’applique en particulier au cas d’un opérateur normal sur un
espace de Hilbert.

Lemme 7.3.5 Soit H un espace préhilbertien séparable, et soit T : H — H une application linéaire.
Si les sous-espaces propres de T sont deuz a deuz orthogonaux, alors ’ensemble des valeurs propres
de T" est dénombrable.

Preuve. Notons A I'ensemble des valeurs propres de T', et pour toute valeur propre A € A, choisissons
un vecteur propre x associé, avec ||z,| = 1. Alors la famille (z))ea est orthonormale. Comme H
est séparable, on en déduit, d’apres 1.7.9, que A est nécessairement dénombrable. O

7.3.2 Cas auto-adjoint

Théoréme 7.3.6 Si T € L(H) est un opérateur compact auto-adjoint, alors H posséde une base
hilbertienne formée de vecteurs propres pour T

Preuve. La preuve est formellement identique a celle déja donnée en dimension finie.
Etape 1 Si H # {0}, alors T posseéde au moins une valeur propre.

On peut bien str supposer 7' # 0. Posons M = sup{|(T'(z),z)|; ||z|| = 1}. Comme T est auto-
adjoint, on en fait M = ||T|| d’aprés 5.4.6 ; mais tout ce qui importe ici est de savoir qu'on a M # 0
(voir la remarque suivant 5.4.6). Par définition de M, il existe une suite (z,,) C H telle que ||x,|| = 1
pour tout n et lim, . [(T(z,),z,)| = M. Quitte a prendre une sous-suite et a changer 7" en —T,
on peut supposer par exemple qu’on a lim, _..(T(z,),z,) = M. De plus, d’apres le théoreme de
Banach-Alaoglu, on peut également supposer que (z,) converge faiblement vers un point a € H.
Comme la boule unité By est convexe et fermée, on a a € By. De plus, comme T est compact, la
suite (T'(z,)) converge en norme vers T'(a), d’apres 7.1.7. En écrivant

(T(zn), 20) = (T(a),a) = (T(2n) = T(a),zn) + (T(a), 2, — a)

et en se souvenant que la suite (z,) est bornée, on en déduit que (T'(x,),x,) tend vers (T'(a),a).
Ainsi, on a (T'(a),a) = M. Introduisons alors la forme hermitienne B : H x H — K définie par

B(it,y) = <M‘T - T(%),y>.

B est bien une forme hermitienne, car T" est auto-adjoint donc MId — T également. De plus, B
est positive par définition de M. Enfin, on a B(a,a) = M ||a||* — (T'(a),a) < 0 puisque ||a|| < 1
et (T'(a),a) = M, et donc B(a,a) = 0. D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a B, on
a donc |B(a,y)|* < 0 x B(y,y), d'ou B(a,y) = 0 pour tout y € H, et donc T(a) = Ma. Comme
a # 0 puisque (T'(a),a) = M # 0, on a donc montré que M est valeur propre de 7. O

Etape 2 On peut maintenant conclure la preuve. Notons A ’ensemble des valeurs propres de
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T, et posons E = ®yep Ey, oll Ey est 'espace propre associé & A. Alors E est stable par T, donc E+
est stable par T puisque T est auto-adjoint. De plus, la restriction de 7' & E+ ne possede aucune
valeur propre, par définition de E. D’apres le cas 1 appliqué a l’espace de Hilbert £+, on en déduit
E+ = {0}. Ainsi, E = @)epE) est dense dans H. Par conséquent, si on choisit pour tout A € A une
base hilbertienne (e});c7, de Ey, alors la famille (e}),; est une base hilbertienne de H formée de
vecteurs propres pour 7T'. Cette famille est bien orthogonale car les sous-espaces propres de T' sont
deux a deux orthogonaux. O

Variante. Si on veut éviter le recours a la convergence faible et au théoreme de Banach-Alaoglu
dans la premiere étape, on peut procéder comme suit. On définit la forme hermitienne positive

comme plus haut, et on fixe une suite (z,,) C H telle que ||z, || = 1 pour tout n et lim,, oo (T'(z,), )
= M. Comme B(z,,z,) = M — (T'(z,),z,), on a donc lim B(z,,x,) = 0. D’apres I'inégalité de
Cauchy-Schwarz appliquée a B, on a

Yu,v € H [(Mu — T(u),v)|* < B(u,u) B(v,v).
En prenant la borne supérieure en v € By, on en déduit qu’il existe une constante C' < oo telle que
Vue H ||Mu—T(u)|]* < CB(u,u).

Comme B(z,, z,) tend vers 0, il en résulte que T'(x,,) — Mz, tend vers 0 quand n tend vers I'infini.
De plus, comme T est compact et (z,) bornée, on peut supposer que la suite (7'(x,)) converge vers
un point b € H. Comme T'(z,) — Mz, tend vers 0 et M # 0, la suite (x,) converge alors vers
a = 1:b, et on a T'(a) = Ma par continuité de 7. Enfin, on a (T'(a), a) = im(T(z,), z,) = M # 0,
par continuité de T et du produit scalaire, donc a # 0. Ainsi, a est un vecteur propre pour 7. 0O

Rappelons quun opérateur U € L(H) est dit unitaire s’il est inversible et si T~ = T*. Il revient au
méme de dire que U change toute base hilbertienne de H en une base hilbertienne, ou que U change
une base hilbertienne en une base hilbertienne. Deux opérateurs T" et 7" sont dits unitairement
équivalents s’il existe un opérateur unitaire U tel que 7" = UTU . Le théoréme de diagonalisation
peut alors s’énoncer comme suit.

Corollaire 7.3.7 On suppose que H est séparable. Alors un opérateur T € L(H) est compact et
auto-adjoint si et seulement si T est unitairement équivalent a un opérateur diagonal Ty, pour une
suite A € ¢y(N) a termes réels.

Preuve. Cela découle immédiatement du théoreme précédent, du fait qu'un opérateur diagonal T

est compact si et seulement si A € ¢o(N), et de l'identité (T )* = Tx. O

7.3.3 Cas normal

Rappelons qu'un opérateur 7" € L(H) est dit normal si T et T* commutent. Par exemple, tout
opérateur diagonal est normal. Dans le cas complexe, le théoreme précédent s’étend au cas des
opérateurs normaux compacts.
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Théoréme 7.3.8 On suppose que l’espace de Hilbert H est complexe. Si T € L(H) est compact et
normal, alors H posséde une base hilbertienne formée de vecteurs propres pour T

Preuve. 1l suffit en fait en fait de montrer qu’un opérateur normal compact possede au moins
une valeur propre. On recopie ensuite I'étape 2 de la démonstration précédente en remarquant
que comme T est normal, T" et T™ ont les mémes vecteurs propres d’apres 7.3.1, et donc, avec les
notations précédentes, E+ est stable par (T*)* = T. Soit donc T' € L(H) compact et normal, T' # 0.
Alors les opérateurs A := % et B := TEZ.T* sont compacts et auto-adjoints, et 'un des deux est
non nul puisque A +¢B =T # 0. Supposons par exemple A # 0. D’apres le théoreme précédent, A
possede au moins une valeur propre non nulle A. Comme A est compact, le sous-espace propre Ey
associé est de dimension finie d’apres 7.3.2, et il est stable par T' car A et T' commutent. Comme
FE)\ est un espace vectoriel complexe, la restriction de 7" a F) possede au moins une valeur propre,
ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 7.3.9 On suppose que H est séparable. Alors un opérateur T € L(H) est compact et
normal si et seulement si il est unitairement équivalent a un opérateur diagonal Ty, pour une suite

Ae Co(N).

7.4 Applications du théoreme de diagonalisation

7.4.1 Décomposition de Schmidt

On a vu que tout opérateur compact entre espaces de Hilbert est limite d’une suite d’opérateurs de
rang fini. On a maintenant démontrer un résultat plus précis. Dans ce qui suit, H et K sont deux
espaces de Hilbert séparables de dimension infinie sur K =R ou C. Sie € H et f € K, on note
e® f € L(H, K) l'opérateur de rang 1 défini par

e® f(x) = {e,x) f.

Théoréme 7.4.1 (décomposition de Schmidt)

Soit T € L(H, K) un opérateur compact. On suppose que T est de rang infini. Alors on peut trouver
une suite orthonormale (€,)neny C H, une suite orthonormale (fy)neny C K et une suite (0y,)nen de
réels strictement positifs tendant vers 0 en décroissant telles que

T = Z Op€n @ fn ’
0
ot la série converge pour la norme de L(H, K).

Pour la preuve, on a besoin d'une partie des deux lemmes suivants.

Lemme 7.4.2 Soient (e,)nen C H et (fn)nen deuz suites orthonormales, et soit o = (o,) € £>°(N).

Pour tout x € H, la série Y, 0, e, ® fn(x) converge dans H, et lopérateur > o, e, ® f,, ainsi défini
0

oo
est continu, avec || > onen @ full = ||o]lco-
0
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Preuve. Si x € H et p < g, alors

q q
IS oulew ) fll? = S o2llen2)
lol2 > Ien, ).

n>p

IN

Comme la série Y |{e,, z)|? est convergente (d’apres I'inégalité de Bessel), on en déduit que pour
tout # € H, les sommes partielles de la série Y 0, e, ® f,(z) vérifient le critere de Cauchy. Ainsi,
Popérateur S := > " 0, €, ® fy, est bien défini. L’inégalité précédente (avec p = 0) donne [|S(z)|| <
|lo|loo ||| pour tout € H, donc S est continu et ||S|| < ||o||w. Enfin, on a S(e,) = o, f, pour tout
n € N, donc [|S]| > ||o||«, et au total ||.S|| = ||o]|co- O

Lemme 7.4.3 Soit T € L(H).

(1) L’opérateur S = T*T est auto-adjoint et positif ((T*T(x),z) > 0 pour tout x € H).
(2) On a Ker(T*T) = Ker(T).

(3) On a également ||T*T|| = ||T||*.

Preuve. On a (T*T)* = T*(T*)* = T*T, donc S = T*T est autoadjoint. De plus, on a (T*T'(z), x)
(T(z),T(x)) = ||T(x)||* pour tout = € H, ce qui prouve que T*T est positif et Ker(T*T) = Ker(T
Enfin, on a d'une part ||T*T|| < [|T7|| x [|T|| = [|T|]*; et d’autre part, ||T(z)|]* = (T*T'(z), z)
|T*T (@) || < |T*T[| |]z||* pour tout x € H, donc ||T|[* < ||TT|.

~—

O IA

Preuve de 7.4.1. Comme T est compact, 'opérateur T*T € L(H) est également compact, et on vient
de voir qu’il est auto-adjoint. D’apres le théoreme de diagonalisation, 1’espace de Hilbert H possede
une base hilbertienne formée de vecteurs propres pour 7*7. Comme de plus Ker(7T*T') = Ker(T),
on en déduit que Hy := Ker(T')* posséde une base hilbertienne (e,,),en formée de vecteurs propres
pour 1T associés a des valeurs propres non nulles. Notons que 'espace Hy est de dimension infinie
T est de rang infini. Pour n € N, on a alors T*T(e,,) # 0, donc T'(e,,) # 0. De plus, les T'(e,) sont
deux a deux orthogonaux : on a (T'(e,,), T(e,)) = (T*T'(en), €m) = 0 si n # m, puisque T*T'(e,,) est
colinéaire a e,. Par conséquent, on peut poser f, := %, et la suite (f,,)nen est orthonormale.
Par définition de Hy, on a T'(z) = T(pn,(x)) pour tout x € H, ol pg, est la projection orthogonale
sur Hy; et comme (e,) est une base hilbertienne de Hy, on a pg,(z) = > (e, x) e, pour tout

xz € H. On en déduit

o0 [e.9]
T(x) =Y (en)T(en) =Y on{en ) fu
n=0 0
pour tout # € H, ou la série converge dans K et ou on a posé o, = [|T(e,)|. Ainsi, on a T =
o0
> onen @ fn, ot la série converge ponctuellement.
n=0

Comme la suite (e,) est orthonormale, elle tend faiblement vers 0 : en effet, si x € H, alors
>0 Ken, 2)[* < oo d’apres linégalité de Bessel, donc (e, z) tend en particulier vers 0. Comme T
est compact, on en déduit que T'(e,) tend vers 0 en norme, autrement dit que la suite (o,) tend
vers 0. Quitte a réordonner la suite (0,), on peut donc supposer qu’elle décroit vers 0.
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D’apres le lemme 7.4.2; on a

N [e's)
IT(@) =Y onen® ful@)® = || Y onen® fula)]’
n=0 n:N+12 )
< sup o, " x [z
n>N

pour tout x € H ; ce qui s’écrit encore :

N
T — Zan en ® ful < 0J2V+1-

n=0

Comme la suite (0,,) tend vers 0, on a donc montré que la série Y o,e, ® f, converge en fait vers
T pour la norme de L(H, K). O

Remarque 1 Si lopérateur T est de rang fini, on a une décomposition analogue, la somme étant
cette fois finie.

Remarque 2 La suite (0y,)nen fournie par le théoréme précédent est déterminée de maniére unique :
pour tout n € N, on a o, = dist(T, R,), ot R, C L(H, K) est l’ensemble des opérateurs de rang
au plus égal a n. Les nombres o, sont appelés les nombres singuliers de ['opérateur T.

o0
Preuve. Comme la suite (0,,) est décroissante, on a || > 0;e; ® fi|| = 0, pour tout n € N, d’apres
i=n

le lemme 7.4.2. Ainsi :
dist(T, Ry) < |T =) o056 @ fill = 0.
<n
Inversement, si R € R, alors Ker(R)NE # {0} pour tout sous-espace vectoriel E C H de dimension
n+1. C’est vrai en particulier pour E,, := Vect{eq;...;e,}, donc on peut trouver un vecteur a € E,
tel que ||al]| =1 et R(a) = 0. On a alors |[T—R|| > |[(T'—R)(a)|| = || T'(a)||. En écrivant a = Y a;e;,
on a

n
IT@I* = 1Y owafil
=0
n
= 203!@1\2
=0

- n
> ‘722 |ai’2 = 0-7217
i=0
et on en déduit ||T — R|| > o,, pour tout opérateur R € R,,. Ainsi, on a dist(T,R,,) > o,, ce qui
termine la démonstration. O
Remarque 3 Les o2 sont les valeurs propres non nulles de 1'opérateur T*T.

Preuve. On utilise les identités suivantes, dont la vérification est laissée en exercice : si (e, f) € Hx K,
alors

(e@f) =f®e,
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et si (e, f), (¢, f') € H x K, alors

(ff@d)(ex f)=(fflex¢.

En utilisant ces deux identités, on voit que pour tout N € N, on a

N * /N N
<Zanen®fn> <Zan€n®fn>_zaien®en-
n=0 n=0 n=0

Par continuité du produit sur L(K, H) x L(H, K), on en déduit

T*T:iaien@)en,

n=0

ce qui donne sans peine le résultat souhaité. O

7.4.2 Noyaux et sommes de séries

Le résultat suivant est une conséquence utile du théoreme de diagonalisation. On en donne plus bas
une application amusante.

Proposition 7.4.4 Soit J un intervalle de R, et soit K : J x J — C appartenant a L*(J x J), a
valeurs réelles et vérifiant K(x,y) = K(y,z). On a

HKH%Q(JXJ) = Z 1

il

ot (p;)ier est la suite des valeurs propres non nulles de l'opérateur de Hilbert-Schmidt Ty, comptées
avec leur multiplicité.

Preuve. Les hypotheses faites sur K assurent que l'opérateur de Hilbert-Schmidt Tk est auto-
adjoint. 11 suffit donc de rappeler qu'on a ||K||3 = ||Tk||%g, et d’utiliser une base hilbertienne de
diagonalisation pour calculer ||Tk||% - O

Exemple Prenons J = [0;1] et K(z,y) = min(z,y). Alors Tk est donné par la formule

T 1
Tef@) = [ wiwdy+a [ fo)dy.
0 T
On constate que si f € L?([0;1]), alors Tk f(z) est en fait défini pour tout = € [0;1], et Tx f est
une fonction continue sur [0;1]. On en déduit que si f est un vecteur propre de Tk associé a une

valeur propre A # 0, alors f = %TK f est une fonction continue. Par définition de Tk, cela entraine
que Tk f est en fait de classe Ct, donc que f est de classe C' et vérifie

ro =3 (@ [ rwa-ow) =5 [0

130



Par conséquent, f est de classe C? et est solution de 1’équation différentielle

1,

==

On a donc deux possibilités : ou bien A < 0 et f est combinaison linéaire des fonctions eV /e et
e"VI/® 6ubien A > 0 et f est combinaison linéaire des fonctions cos(y/1/Ax) et sin(4/1/\x).
De plus, on doit avoir f(0) = %TKf( )=0,et f'(1) =5 f1 y)dy = 0. On en déduit alors que A

est nécessairement strictement positif, puis que f est de la forme f(z) = Bsin (W x), ou B est une

constante, et enfin qu’on a \F = (2k + ) , pour un certain entier k£ € N. Inversement, on vérifie

que pour tout k£ € N, la fonction z — sin ((Qk + 1)%33) est vecteur propre de Tk associée a la valeur
propre m. Ainsi, les valeurs propres de Ty sont les m, ou k € N, et les espaces propres
associés sont de dimension 1. D’apres la proposition précédente, on a donc

= 16 / , )
— = min(z,y)” dedy .
2 (26 + 1% S fos)

= (
Cette derniere intégrale vaut 2 fol (fyt2dt) ds =2 fol % dz = §. On a donc obtenu I'identité

PN T 2k+ " 96’

k=0

o0
d’ott on déduit facilement la formule classique Z o=

7.4.3 Systemes de Sturm-Liouville

Dans cette section, [a;b] est un intervalle de R et ¢ : [a;b] — R est une fonction continue. On
va appliquer le théoreme de diagonalisation des opérateurs compacts auto-adjoints a 1’étude de
lopérateur différentiel L, : C*([a;b]) — C([a;b]) défini par

L(f) = f"—af -

Dans toute la suite, on fixe o, € R?, avec a, 3 # 0. On écrit a = (ag, 1) et 3 = (5o, f1). On dira
qu'un nombre complexe p est valeur propre du systeme de Sturm-Liouville déterminé par q, o et 3,
en abrégé valeur propre de SL(q, a, 3), s’il existe une fonction f € C?([a;b]) non nulle, solution de
I’équation différentielle

f"=af =uf

avec les “conditions aux limites”

(%) { oo f(a) + a1 f'(a) =
o Bof(b) + Bif'(b) =0

On dit qu’'une telle fonction f est une fonction propre du systeme SL(q, av, 3) associée a la valeur
propre fi.
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Notons &(a, 3) le sous-espace vectoriel de C?([a;b]) constitué par les fonctions f vérifiant les condi-
tions aux limites (x), ;. Alors p est valeur propre de SL(q, «,3) si et seulement si il existe une
fonction non nulle f E E(a, B) telle que Ly(f) = pf. Avec un léger abus de langage, les valeurs
propres de SL(q, a, 3) sont donc exactement les valeurs propres de 'opérateur

Ly?: E(a, B) — C([a;b])

restriction de L, au sous-espace &(a, [3).

On peut se demander pourquoi s’intéresser aux valeurs propres d’un opérateur différentiel. Ce type
de question intervient par exemple lorsqu’on veut résoudre une équation aux dérivées partielles par
la méthode dite de séparation des variables. De fagon précise, considérons une équation aux dérivées

partielles du type
' !
'L

i 8ju
20505 =2 i) g5

=0 j=

Si on cherche une solution de la forme u(t,z) = f(t)g(x), on obtient 1’équation

l

)Y ai(t)fO(t) = (1) Y bi(a)gV(x),

i=0 Jj=0

d’ol, en supposant que f et g ne s’annulent pas :

1 < 1 l

Comme le premier membre ne dépend que de t et que le deuxieme membre ne dépend que de x,
ils doivent étre tous les deux égaux a une méme constante p. On obtient donc un systeme de deux
équations différentielles ordinaires :

k
Z az‘f(i) = pnf

1=0

> big") = g
7=0

Ainsi, p est une valeur propre des deux opérateurs différentiels Z a; L o et Z b;
1=0 7=0

] dx]

On va démontrer ici le résultat suivant.

Théoréme 7.4.5 L’espace L*([a;b]) posséde une base hilbertienne formée de fonctions propres
pour le systeme SL(q, , 3). Les valeurs propres de SL(q, «, ) sont toutes réelles, et elles forment
une suite (p;)ien telle que lim; o |p;] = +o0.

La démonstration utilise trois lemmes.

Lemme 7.4.6 L’opérateur L, est “formellement auto-adjoint” sur (o, B) pour le produit scalaire
usuel de L*([a;b]) : siu,v € E(a, B), alors (Ly(u),v)r2 = (u, Ly(v)) 2
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Preuve. Rappelons que le produit scalaire de L?([a;b]) est défini par

b
(u,v)r2 = | @(t)v(t)dt.

a

Pour démontrer le lemme, on commence par vérifier (c’est immédiat), que si u,v € C*([a;b]), alors
uwLy(v) — Ly(u) v = (wv' —u'v)".

Comme q est réelle, on a L,(u) = L,(u). En appliquant 'identité précédente a @ et v et en intégrant,
on obtient donc

(U, Ly(v)) 12 — (Lg(u),v) 2 = [uv' — ')’ .

Si maintenant u et v vérifient les conditions aux limites (x), ;5 (donc @ et v également puisque « et

B sont réels), alors les deux vecteurs [ it,(a) } et { v(a) } € C? sont liés car ils vérifient tous les

u'(a) v'(a)
deux I’équation linéaire non triviale agx + a1y = 0; et de méme les vecteurs } { }
sont liés. On a donc u(a)v'(a) — v(a)u'(a) = 0 = u(b)v'(b) — v(b)@ (b), d'ou [uv’ —vu']2 = 0. O

Corollaire 7.4.7 Les valeurs propres du systeme SL(q, v, 3) sont réelles, et forment un ensemble
dénombrable.

Preuve. Du caractere formellement auto-adjoint de L, sur &(a, 3), on déduit sans peine que les
valeurs propres de SL(q, «, ) sont réelles et que les espaces propres associés sont orthogonaux.
Grace au lemme 7.3.5 (en prenant pour H 'espace vectoriel engendré par les fonctions propres de
SL(q,a, 3)), on en déduit que I’ensemble des valeurs propres de SL(q, o, 3) est dénombrable. O

Rappelons que si K € L*([a;b] x [a;b]), on note Tk : L*([a;b]) — L?*([a;b]) 'opérateur de Hilbert-
Schmidt défini par

Trg(x /Kif?/

Lemme 7.4.8 On suppose que 0 n’est pas valeur propre du systéme SL(q, «, ). Alors Uopérateur
L3P E(a, B) — C([a;b]) est bijectif. De plus, il existe une fonction K : [a;b] x [a;0] — C continue,
réelle et symétrique, telle que (L2P)~(g) = Tk (g) pour toute fonction g € C([a;b]).

Preuve. On notera A, et Ag les formes linéaires définies sur C'([a; b]) par

{ Ao(f) = aof(a) + a1 f'(a)
Ag(f) = Bof(b) + Bof'(b)

Etant donnée g € C([a; b)), il s’agit de montrer que équation différentielle linéaire
y'—ay=yg

possede une unique solution f vérifiant les conditions aux limites (x),, 5, autrement dit AL(f) =
0 = Ag(f), et de donner une formule pour f. Pour cela, on va utiliser la méthode de variation des
constantes, a partir d’'une paire bien choisie de solutions de I’équation homogene y” — qy = 0.
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D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, les solutions réelles de I’équation 3" — qy = 0 forment un
espace vectoriel F de dimension 2, et pour tout point tq € [a;b], application y +— { yy,%;)) ] est
un isomorphisme de F sur R2. Comme « et 3 sont non nuls, on en déduit que les formes linéaires
A, et Ag ne sont donc pas identiquement nulles sur F. Ainsi, on peut trouver deux fonctions réelles
non nulles u, v € C?([a; b]) vérifiant L,(u) =0 = L,(v) et Ay(u) =0 = Ag(v).

Comme 0 n’est pas valeur propre de SL(q,a, 3), on a A,(v) # 0 et Ag(u) # 0. Les fonctions u
et v ne sont donc pas proportionnelles ; autrement dit, elles sont linéairement indépendantes sur
C. Ainsi, u et v forment une base de ’espace des solutions complexes de 1’équation y” — qy = 0,
donc leur wronskien W := uv’ — v/v ne s’annule jamais. De plus, W est en fait une constante car
0=uLy(v)— Ly(u)v = (w' —u'v) = W’. En appliquant la méthode de variation des constantes a
la base (u,v), on trouve que les solution de I’équation différentielle 4" — qy = ¢ sont les fonctions f
de la forme

f=putio,
olt ¢ et 1 sont des fonctions de classe C' soumises aux conditions W' = ug et W¢' = —vg. On
sait également qu’on a alors

I =ou + v

On en déduit
{ o(f) = p(a)Aa(u) +1(a) A (v)
As(f) = @(b)As(u) +1(b)As(v)
soit Ap(f) = ¥(a)A(v) et Ag(f) = ¢(b)Ag(u). Comme A, (v) et Ag(u) sont non nuls, on en déduit

que f vérifie les conditions aux limites (*)a s si et seulement si 1(a) = 0 = ¢(b). Ainsi, 'équation
différentielle y” — qy = g possede une unique solution f € &£(«, 3), donnée par la formule

0= () [ oot to-+ o) [ wtwratwyav)

En regroupant tout sous une méme intégrale, on obtient

/Kfvy y) dy,

W lu(z)v(y) si x <y
W tu(y)v(z) si x>y

ou K :la;b] X [a;b] — C est définie par

k(o) - {
La fonction K étant visiblement continue, réelle et symétrique, cela termine la démonstration. 0O

Lemme 7.4.9 On suppose que 0 n’est pas valeur propre de SL(q,«a, 3), et on note K le noyau
donné par le lemme précédent.

(1) L’opérateur Tk est injectif sur L*([a;b]).

(2) Un nombre compleze A\ € C* est valeur propre de Ty si et seulement si +

x est valeur propre de
SL(q, «, ), et les fonctions propres associées sont les mémes.
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Preuve. Comme la fonction K est réelle et symétrique, 'opérateur Ty : L?([a;b]) — L*([a;b]) est
auto-adjoint. Pour montrer que Tk est injectif, il suffit donc de montrer que T = T}, est a image
dense. Mais par le lemme précédent on sait que Lg"ﬁ : E(a, B) — C([a;b]) est bijectif d’inverse
donné par Tk ; on a par conséquent Tk (C([a;b])) = Im((qu"B)*l) = &(a, ), donc Im(Tk) contient
E(a, B). Comme &(a, 3) contient toutes les fonctions de classe C? & support dans ]a ; b[, on en déduit
que Tk est bien a image dense, ce qui donne (1).

Soit A € C* une valeur propre de Tk et soit g € L?([a;b]) une fonction propre associée, Tk (g) = Ag.
Comme la fonction K est continue, le théoreme de continuité pour les intégrales a parametres
montre que Tk (g) est continue. Comme A # 0, on en déduit que g € C([a;b]). D’apres le lemme
7.4.8, on sait alors que Tk(g) € E(a, ), donc g = %TK(g) € &(a, f); et comme L,Tk(g) = g, on
a L,(g9) = %g. Ainsi, % est une valeur propre de SL(q, o, 3) et g est une fonction propre associée.
On montre de méme que si u € C* est valeur propre de SL(q, «, 3) et si f est une fonction propre

associée, alors i est valeur propre de Tk et f est fonction propre associée. O

Preuve du Théoréme 7.4.5. Si 0 n’est pas valeur propre de SL(q, «, 3), le théoreme découle direc-
tement de 7.4.7, du lemme 7.4.9 et du théoreme de diagonalisation appliqué a l'opérateur compact
auto-adjoint Tk : L*([a;b]) — L?([a;b]). Pour le cas général, on choisit un nombre réel 1 qui n’est
pas valeur propre de SL(q, «, 3), ce qui est possible d’apres 7.4.7, et on applique le premier cas au
systeme SL(q + po, @, ). O

Remarque 7.4.10 Les valeurs propres du systeme SL(q, cv, 3) sont toutes simples.

Preuve. Quitte a remplacer la fonction ¢ par ¢+ A, il suffit de traiter le cas de la valeur propre 0. On
doit donc montrer que si u et v sont deux fonctions de £(a, ) solutions de 1'équation différentielle
Yy’ — qy = 0, alors u et v sont liées. Mais ceci est évident, car si u et v n’étaient pas liées, elles
formeraient une base de I'espace des solutions de y” — gy = 0, donc toutes les solutions de cette
équation vérifieraient les conditions aux limites (*)a : Ce qui n’est pas le cas. O

Notons pour finir que la preuve de 7.4.5 contient le résultat suivant, qu’il n’est pas difficile de
démontrer directement.

Proposition 7.4.11 Soit q : [a;b] — C une fonction continue, et soient u,v deux solutions de
Iéquation différentielle vy — qy = 0. Soit K : [a;b] X [a;b] — C la fonction définie par

K(z,y) = u(min(z,y)) x v(max(z,y)).

Si g :la;b] — C est une fonction continue, alors la fonction f définie par
b
fo) = [ Kogtn)dy
@ T b
o) [ ulwlatw)dy-+uta) [ v(w)ato)dy

est solution de ’équation différentielle y" — qy = W g, ou W est la constante uv’ — u'v.

La proposition s’applique par exemple & K (z,y) = min(x,y) et & K(x,y) = e”*~¥! . dans le premier
cas, on prend u(t) = t, v = 1 et ¢ = 0; dans le deuxiéme cas, on prend u(t) = e ', v(t) = €' et
g = 1. On dit que 'opérateur Tk associé a un noyau K du type précédent est un opérateur de
Sturm-Liouville.
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